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DEVOIR SURVEILLE N°3 — Correction

Mathématiques

Exercice 1. DROITES REMARQUABLES DU TRIANGLE

-,

Le plan &2 est muni d’un repeére orthonormal R = (O,Z, 7)
Soient A = (—1,6), B =(4,1) et C = (7,2) trois points de &.

On note :

H Torthocentre du triangle ABC,
Q  le centre du cercle circonscrit € au triangle ABC,

G le centre de gravité du triangle ABC.

1. Calculer l'aire du triangle ABC.

det (ﬁ,ﬁ)‘ 1

5 8
ﬂ = - — . = -
'ABC 5 2|l _5 4

2. Soit 21 la droite d’équation 3x +y — 3 = 0.
Justifier que 2; est la hauteur issue de A du triangle ABC.
Un vecteur normal de la droite % est (3,1) = B?>' Donc 2; est perpendicu-
laire & (BC'). De plus 3z4 +ya —3 =0, donc A € Z;. On en déduit que %,
est la hauteur issue de A du triangle ABC.

1
‘ =3 [—20 + 40| = 10 ua.

3. Déterminer une équation de %, hauteur issue de B du triangle ABC.
95 passe par le point B et admet pour vecteur normal (2, —1), colinéaire a
AC
Dy i 20 —y—T7=0.

4. Placer le point H sur la figure annexe et déterminer ses coordonnées dans R

(par le calcul).

H = 92,N %, donc 3xyg +yg = 3 et 2xyg — yg = 7. On obtient, apres
résolution du systeme 2 X 2, xgy = 2 et yg = —3.
Conclusion : H(2,-3).

. On note :

A’ le milieu du segment [BC],
B’ le milieu du segment [AC],

Placer les points A’ et B’ sur la figure annexe et déterminer leurs coordonnées

dans R (par le calcul).

; 11 11
eptaee Mo _ystye 3 o4 (B3
2 2 2 2°2

De méme, B’ (3,4).

TA =

. Soit Aj la droite d’équation 3z 4+ y — 18 = 0.

Justifier que A; est la médiatrice du segment [BC.
A7 admet pour vecteur normal (3,1) = B?, donc A;j est perpendiculaire
a (BC). De plus 3z + yar — 18 = 0, donc A’, milieu du segment [BC]

appartient & A;. La droite Ay est donc la médiatrice du segment [BC].

. Déterminer une équation de Ay, médiatrice du segment [AC].

Ay passe par le point B’(3,4) et admet pour vecteur normal (2, —1), colinéaire
a @ :
Ay i 2 —y—2=0.

. Placer le point 2 sur la figure annexe et déterminer ses coordonnées dans R

(par le calcul).
Q = A1 N Ay, donc 3zg + yo = 18 et 2z — yo = 2. On obtient, apres

résolution du systeéme 2 X 2, zo = 4 et yo = 6. Conclusion : (4, 6).



Lycée Louis Vincent
TSI1 - 2023/2024

9. Déterminer une équation du cercle %.
C (2 —xq)” + (Y —ya)® = QA2 Cest-d-dire € : (z —4)% + (y — 6)2 = 25.

1
10. Justifier que les coordonnées du point G sont (;, 3> dans R.

A+ 2xp+ 20 10 Yya + Y +yc
—— = —etqueyg = — ——

3 3 3

11. Montrer que les points H, 2 et G sont alignés.
4

Onadet(ﬁJ‘ﬁ):’ ; 2

points H, 2 et G sont alignés.

On sait que g = =3.

=0, donc Iﬁ et m sont colinéaires et les

On note :
H’ T'image du point H par la symétrie centrale de centre A’.

12. Placer le point H' sur la figure précédente et déterminer ses coordonnées dans
R (par le calcul - on traduira une égalité vectorielle).
On a, par définition, HA’ = A’H’ donc

TH — XA =TA —TH
Y — YA = YA — Y
donc
TH =2Tp —xHg =9
yH/ = 2yA/ —yH = 6
Conclusion : H' (9,6) .
13. Montrer que le point H’ appartient au cercle % .
On a (zg' —4)? + (yur — 6)? = 25 donc H' € 6.

Exercice 2. COMPLEXES ET POLYGONE REGULIER

On pose

w=e7 | S=wt+w 4wt et T=w?+w’+ub.

6
14. Montrer que Zwk = 0.
k=0 )
On constate que w’ = ™ = 1. Ainsi

6 7
w' =1
wk = car w # 1
w—1
k=0
=0 car w’ = 1.
15. Justifier que w® = w, que w? = wW? et que wW!'® = w3,
Comme w” =1l,onaw® =w xw=w,w’ =w xw? =w?etw® =w

ws.

16. Montrer que S +7T = —1 et que S x T = 2.

SH+T=w+w?+wr+u?+0° +ub

et

SXT:(w+w2+w4) (w3+w5+w6)
et WS T W W 4w+ w? + w0

=+l 1+l w1+ 0+

17. Résoudre dans C I’équation 2% + z +2 = 0.
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L’ensemble des solutions est

L V7, 1 VT,

— = — i —— 4+ —i

2 2 2 2

18. A l'aide d’une construction géométrique, justifier que la partie imaginaire de

S est positive.

car sin Q—ﬂ- >sin(E)
7)7 7))

19. En déduire les valeurs exactes de S et de T.
D’apres les relations coefficients/racines, S et T sont les solutions de I’équation
22+ 2+ 2 = 0. De plus Im(S) est positive. Donc
VT V7

1
_ Lt Vi T _t_ NIl
o 2 21 ot 2 21

20. En remarquant que S et T sont deux nombres complexes conjugués,

déterminer les valeurs exactes de
CcOS 2—7T + cos 4—7T + cos 8—77
7 7 7
sin () woin () 4ain (37
1 - - in -

et de

On a
cos n + cos am + cos s = Re(w + w? + w?)
7 7 7
= Re(9)
1
=3
et
sin m + sin im + sin 8T = Im(w 4 w? + w)
7 7 7
=Im(S)
_ VT
=5
On pose

P(z)=(1-2)(1-2%(1 — 2.

21. Montrer que pour tout 6 € R,

. 2] .
1—e'? = —2isin (2> el3,

. 0
En déduire que le module de 1 — el est égal & 2sin <2> lorsque 6 € [0, 27].
Soit 6 € [0,27]. On a

.0 .0
is —ig

—2isin (Z) el% = —%76 — 2 it

= — (ei% — efig) ei%
— (ei9 _ 1)

=1—¢
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Ainsi

. 0 .
|1 —e‘0| = ‘—2isin <2) ol?
. <9>
sin | =
2
0
=2sin (2 ) x 1
sin (2> X

€ [0, 7] et sin (Z) > 0.

= |-2i| x

N D

car, lorsque 6 € [0, 27],

22. Développer P(z).

Pz)=(1-2)(1-2%) (1-2"
:(172722+z3) (1724)

.
=1—z—22423 24420240 _,7.

23. En déduire la valeur exacte de P (w2) .
On a

P(w2):1—w2—w4+w6—w8+w10+w12—w14
=l-w Wt —wtrud -1
= —(w+w? + w?) + (w? + w® + W)
=-5+T
= —V7i.

Conclusion : P(w?) = —/7i.

24. En calculant le module de P(w?) de deux facons différentes, déterminer la

sin Q—W X sin 41 X sin 81
i - - i -

valeur exacte de

D’une part,

D’autre part,

Donc
3

donc



