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On considere la fonction f définie sur I = ] —g, g[ par :
sin(x) +1
Vxel, f(x)=————
J) cos(x)

[—

f est-elle de classe € sur I?

Exprimer les dérivées f” et " a I’aide des fonctions usuelles.

. Montrer qu'il existe (P,)cn, Suite de polynomes a coefficients réels

P, (sin(x))

cos”t1(x)

Expliciter les polynémes Py, P;, P,. Pour tout n de N, exprimer P,,;; en
fonction de P, et P),.

telle que : VneN Vxel: f"(x)=

. Justifier que, pour tout n € N*, P, est unitaire, de degré n et que ses

coefficients sont des entiers naturels.

6. Montrer que pourtout x€ I,ona: 2f'(x) = f*(x)+1 (*)

7. Pour tout entier naturel n, on pose a, = " (0) = P,(0). Déduire de la

relation () que 2a; = aj + 1, puis que:

"l n
VneN* 20,41 = Z( )akaznk.
k=0 k
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1
Pour n dans N, on pose : I, = f (1-1t9"dt.
0

1. Calculer Iy, I; et I».

2. Intégrer par parties I,,,1 en posant u'(¢) =1.

1
3. Exprimerf t?(1 - t*)"dt en fonction de I,, et I,,.,1.
0

L 1o 2n+2
4. En déduire que, pour tout ndansN,ona: I, = I,.
2n+3
22n(n!)2
5. Montrer par récurrence que, pour tout ndeN,ona: [, = (2—+1)'
n !

6. Prouver que pour toutnde N :

/2
In:f cos®" " V(wdu
0
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Soit n € N.

Pour quelles valeurs de 7 entier naturel, le polyndme P = (X+1)"-X"-1
est-il divisible par Q = X+ X + 1 dans R[X]



