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On considère la fonction f définie sur I =
i
°º

2
,
º

2

h
par :

8x 2 I , f (x) = sin(x)+1

cos(x)

1. f est-elle de classe C 1
sur I ?

2. Exprimer les dérivées f 0
et f 00

à l’aide des fonctions usuelles.

3. Montrer qu’il existe (Pn)n2N, suite de polynômes à coefficients réels

telle que : 8n 2N 8x 2 I : f (n)
(x) = Pn(sin(x))

cosn+1(x)

4. Expliciter les polynômes P0,P1,P2. Pour tout n deN, exprimer Pn+1 en

fonction de Pn et P 0
n.

5. Justifier que, pour tout n 2 N§
,Pn est unitaire, de degré n et que ses

coefficients sont des entiers naturels.

6. Montrer que pour tout x 2 I , on a : 2 f 0
(x) = f 2

(x)+1 (§)

7. Pour tout entier naturel n, on pose Æn = f (n)
(0) = Pn(0). Déduire de la

relation (§) que 2Æ1 =Æ2

0
+1, puis que :

8n 2N§
2Æn+1 =

nX

k=0

√
n
k

!

ÆkÆn°k .

1



3-2023-AM-13

Pour n dansN, on pose : In =
Z

1

0

(1° t 2
)

nd t .

1. Calculer I0, I1 et I2.

2. Intégrer par parties In+1 en posant u0
(t ) = 1 .

3. Exprimer

Z
1

0

t 2
(1° t 2

)
nd t en fonction de In et In+1.

4. En déduire que, pour tout n dansN, on a : In+1 =
2n +2

2n +3
In.

5. Montrer par récurrence que, pour tout n deN, on a : In = 2
2n

(n!)
2

(2n +1)!
.

6. Prouver que pour tout n deN :

In =
Zº/2

0

cos
(2n+1)

(u)du

.

*********************

Soit n 2N.

Pour quelles valeurs de n entier naturel, le polynôme P = (X +1)
n°X n°1

est-il divisible par Q = X 2 +X +1 dans R[X ]
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