Lycée Louis Vincent
C. Scholl

TSI - 2023/2024
Mathématiques

Programme de colles n°25

Du 15/04 au 19/04

Espaces vectoriels de dimension finie & Applications linéaires

Tout le chapitre 17 est au programme : coursl7.pdf TD17.pdf

Début du chapitre 18 : coursl8.pdf TD18.pdf

Hors programme cette semaine Projections - Symétries -

Représentation matricielle d’'une application linéaire

A. Espaces vectoriels

1. ESPACES VECTORIELS ET SOUS-ESPACES VECTORIELS (reprise du pro-

gramme de colles précédent)

2. FAMILLES FINIES DE VECTEURS
Famille libre, famille liée.
Famille génératrice d’un sous-espace vectoriel.
Bases. Exemples usuels : bases canoniques de K", K, [X] et M,, ,(K).
Coordonnées dans une base. Matrice colonne des coordonnées d’un

vecteur x dans une base % : Matg(x).

B. Espaces vectoriels de dimension finie

1. DIMENSION FINIE

Définition.

1/2

Théoreme de la base extraite. Théoreme de la base incomplete.
Dimension. Dimensions de K", K, [X] et M,, ,(K).

Théoréme. Soient E est de dimension n et F une famille de n vec-
teurs de E. Alors F est une base de E si et seulement si F est libre,

si et seulement si F est génératrice.

. SOUS-ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Théoreme. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de
dimension finie. Alors F' est de dimension finie et dim(F') < dim(E).
De plus, F = E si et seulement si dim(F') = dim(FE).

Formule de Grassmann. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels

d’un espace vectoriel E de dimension finie. Alors :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

. SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS

Définition de F' + GG. Définition de <« F' et GG sont en somme directe .

Caractérisation somme directe. F & G < F NG = {0}.

. SOUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES

Définition de ' & G = E.
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Caractérisation.

FeG=FE < F+G=F e FNG={0}
— dim(F+G)=dim(E) et FNG={0}.

C. Applications linéaires - Noyau et image d’une applica-

tion linéaire
1. Définitions et opérations

1. DEFINITIONS
Applications linéaires (notation : Z(F, F')), endomorphismes (nota-

tion : Z(F)), isomorphismes et automorphismes (notation : GL(E)).
2. OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

Combinaisons linéaires et composées d’applications linéaires.

Réciproque d’'un isomorphisme, composée d’isomorphismes.

2. Image et noyau d’une application linéaire

Soit f € Z(E,F).

1. IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE
4 Définir Im(f),
4 Déterminer une base de Im(f),
4 Interpréter le résultat (Caractérisation : f est surjective si et seule-

ment si Imf = F. ).

2. NOYAU D'UNE APPLICATION LINEAIRE

4 Définir de Kerf :

Kerf = [~ ({0p}) = { € E| f(x) = 0r}.

4 Déterminer une base de Kerf,
¢ Interpréter le résultat (Caractérisation : f est injective si et seule-
ment si Kerf = {0g}.)
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