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Feuille d’exercices n°16

Polynomes

Exercice 1. Calculer (X +1)° — (X —1)°.

Exercice 2. Soient
P(X)=X?-3X+2, QX)=2 et RX)=2X+1.

1. Déterminer P(2), P(—2) et Q(—2).

2. Déterminer Po R, Ro P, Po P et Qo P.
Déterminer le polynéme dérivé de chacun de ces polynomes.
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Factoriser le polynéme P. En déduire une égalité matricielle.

. Déterminer P(A) et Q(A).

Exercice 3. Soient P et ) deux polynomes de K[X].

1. Montrer que si les polynomes P + @) et P — ) sont constants,
alors les polynomes P et () sont constants.

2. Montrer que si le polynome P? — Q? est constant non nul, alors
les polynomes P et () sont constants.

Exercice 4. Déterminer I'ensemble des polynémes P de R[X] tels que
P(X?) = (X2 +1)P(X).

Exercice 5. Déterminer le degré de (X2 + X +1)" —aX?" — bX 21

en fonction de a et de b.

Exercice 6. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne
de A par B :

LAX)=X"42X3 - X241 et B(X)=X?+X+2.

2. A(X)=2X% et B(X)=X3-2X%2+1.

3.AX)=(1+)X*—5X2+ (2 —1)X +7 et
B(X)=X?—iX + (i —1).

Exercice 7. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Déterminer
le reste de la division euclidienne de X™ par :

1. X +1,
2. X2 _-3X +2.

Exercice 8. Soit P(X) = X%+ X3 - 3X2 - 5X — 2.

1. Montrer que 2 est une racine simple de P.
2. Montrer que —1 est une racine triple de P.
3. En déduire la décomposition de P en produit de facteurs
irréductibles.
Exercice 9. Soient (a, 8) € K2, P(X) = X°+ X*+aX3+3X%2+5X -2
et Q(X) = X3 —2X + 1 deux polynomes de K[X].

Déterminer « et 8 pour que @ divise P.



Exercice 10.
de C[X]?

2. Factoriser les polynomes suivants en produit de polyndémes
irréductibles et unitaires de R[X] :

(a) P(X)=6X%2—-X —1,
M) Q(X)=X3 - X2+ X —1,
() R(X)=X"+ X" +2X?+2X?+ X + 1.

1. Quels sont les polynomes irréductibles de R[X]?

3. Méme question dans C[X].
Exercice 11. Montrer que X — 1 divise X" — 1 (n € N*).

Exercice 12. Montrer la proposition du cours suivante :
P(a) =0et P'(a) =0 <= a est une racine de multiplicité > 2.
Exercice 13. 1. Dans R[X], déterminer I’ensemble des polynémes

P unitaires qui divisent X* +2X2 + 1.
2. Méme question dans C[X].
Exercice 14. Soit P un polynéme de R[X]. On note R le reste de la
division euclidienne de P par X2 + 1.

1. Montrer que E(z) = P(i). En déduire que X2 + 1 divise P si et
seulement si P(i) = 0.

2. Pour quels entiers naturels n le polynome X"+1 est-il un multiple
de X2 +17

Exercice 15. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose

P(X)=>"
k=0
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1. Calculer P — P'.

2. Montrer que toutes les racines complexes de P sont simples.

Exercice 16. Soient (a,b) € K2 et P(X) = X*+aX3+bX2+aX +1.
1. On suppose que 1 est racine de P. Montrer que (X — 1)? divise

P et déterminer le quotient de P par (X — 1)2.
2. On suppose que —1 est racine de P. Montrer que (X + 1) divise

P et déterminer le quotient de P par (X + 1)2.

Exercice 17. 1. Soit P(X) = X3 +aX?+bX + c un polynéme de
C[X]. On note «, B et v les racines complexes de P. Montrer que
I'on a
at+B+y=-a
aff+ay+py=>b
afy = —c
2. Application. Résoudre le systéme suivant d’inconnue (z,y,z) €
C3:
z+y+z2=0
zy+axz+yz=0
rzyz =1
Exercice 18. Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et P un
polynéme de C[X] tel que deg P < n et

XP(X —1) = (X - 2)P(X).

1. Montrer que 0 et 1 sont racines de P.

2. On suppose que P admet une racine complexe a non entiere.
(a) Montrer que a — 1 et a + 1 sont aussi racines.
(b) Montrer que P admet une infinité de racines.
(¢) En déduire que P = 0.

Exercice 19. Factoriser P(X) = X3+ (1 +i)X?+ (i—1)X — i dans
C[X] sachant qu’il admet une racine imaginaire pure.

Exercice 20. On note a = cos (27/5) et P(X) =4X? +2X — 1.

1. Montrer que « est une racine de P. En déduire une expression
pour a.

2. Montrer que l'autre racine de P est cos (47/5) .



