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TSI1 - 2023/2024
Mathématiques

Feuille d’exercices n°5 - Correction

Calcul algébrique

Propriétés de > et de []

Exercice 1. Soient (ag)i<k<n, (bk)i<k<n €t (2ij)i1<i<m trois familles de
1<j<n
nombres complexes, A € C et p € N.

1. Les relations suivantes sont-elles vraies ou fausses en général ?

(a) Zak—i-bk Zak—FZbk,
k=1

b) Zakbk = (Z ak> X (Z bk> s
k=1 k=1 k=1

) D Aar =AY a,

k=1 k=1

(d) (Z ak> = Z ay.

k=1

k=1
2. Reprendre la question précédente en remplagant tous les ) par
des [].
3. On suppose que (ai)i<k<n est une famille de réels tels que ax > 0

pour tout k € {1,...,n}. Transformer Zln (ak).
k=1

m n n m
4. Est-il vrai que H Z Zij = Z H i 7

i=1j=1 j=11i=1

Sommes

Exercice 2. 1. Calculer la somme des n premiers entiers impairs.
2. Calculer la somme S =1x24+2x3+3x4+---+(n—1) xn.
3. Calculer lasomme T"=1xn+2x(n—1)4---+(n—1)x2+nx1.

1. ZQk—l —QZk Zl—n
k=1



X24+2x3+3x4+4--
(k—1k
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><5>

T =1xn+2xn—1)+---
n

:Zk(n+1—k
(n+1 Zk Zk‘2
k=1

=(n+1)

(n+1) B

+(n—1)xn

+n—-1)x24+nx1

n(n+1)(2n+1)

n(n+ 1)(n+ 2)

Exercice 3. Calculer les sommes suivantes :

3 n
LY >
n=1 k=1

n

4. (2k+1)

10. Z%

3 n
2.3 >k
n=1 k=1
2016

5.0 > 3

k=1001

11. iz’(i— 1)

12.

>~ 3
i [>/j T [}/j .
— —_

k=1

D

k=2

3 |

k=1

(6k% 4 4k + 1)

(2’“ + k% + 2)

1

Mw

S
Il
—

M-

i
L

M-

1

S
Il

3

=
Il

1

2016

=
Il
—

3

,_.
I

3

=
I

e
Il
—

k=

3
o

S

Il

2k +1 —22k—|—21—2 MAD | —n? gom
k=1

14.

2016

+(242)+

3
Zn:1+2+3:6

1+(142)+(1+2+3)=10

(3+3+3)=14

5. > 3=3 ) 1=3x(2016— 1001+ 1) = 3048

k=1001

n
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0 si n est pair,
—1 sin est impair.
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10.

11.

12.

Z 32k
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S - 1)
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—sz—1+2k2+221
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Exercice 4. 1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout

k € N*,

e b
E(k+1) k  k+1

- 1
2. Soit n € N*. En déduire la valeur de kz_l m

1. Pour tout k € N*|

kk+1) k k+1

2. Soit n € N*.
S ()
P kE(k+1) — k k+1
1
=1- T (somme télescopique)
_on
Con+1

Exercice 5. Soit n € N.

1. Simplifier de deux fagons différentes la somme Z ((k+1)*—k?)

k=0
n

et retrouver ainsi l'expression de E k vue en cours.
k=0

n
2. Adapter cette méthode pour retrouver ’expression de Z k2.
k=0

n
1. On note S = Z k. D’une part,
k=0

n

Z (k+1)>—k*) = (n+1)*> - 0> (somme téléscopique)

k=0
= (n+1)%
D’autre part,
(k+1)*—k) =) (2k+1)
k=0 k=0

=2> k+ Y 1
k=0 k=0

=25+ (n+1)



Donc

2S+(n+1) =

(n+1)2

— 25 =(n+1)2—(n+1)
=25 =n(n+1)

:}S:

n(nJrl).

2

n
2. On note S’ = ZkQ. D’une part,

k=0

n

Z ((k+1)* —k*) = (n+1)* (somme téléscopique).

k=0

D’autre part,

n n

D> (k4 1) — &%)

(3k% 4 3k 4 1)

k=0 k=0
:3 k+32k+21
=0 k=0
:3S’+3(HT+1)+(n+1).
Donc
38'+3n(n;1)+(n+1):(n—|—1)3
— 65" =2(n+1)*=3n(n+1) —2(n+1)
= 65" = (n+1) (2 (n+1) —3n—2)
= 65" = (n+1) (2n* +n)
(n+1) (2n* +n)
[
= 5 = 6
D’ou
S,_n( +1)(2n+1)
B 6

Produits

Exercice 6. Démontrer les égalités suivantes :

(2k) = 2"n! 2. []32% =3"a
1 k=1

n(n 2 1
xk:x(;l) 4.H k+ =2n+1
0 k=
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k=1 k=1 k=1
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k=0
3. — O+ 14244n
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=X 2
ok +1 P2k +1 P2k+1) 2n+1
L2 _ i @hr D) iy GRY) el
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Tk -1 :szz(k/"Fl)szQ(k’—l)
iy K [liak
D s (n— 1)
5. - ]
B (n+1)?‘x (n—1)!
N 2 n!
n+1)!




i1 (2k +1) % [Tn_y (2K)

ey = [T, (2h)
6. _ (2n)!
(27135!1 2x J[rr b
~ 2!

Factorielles et coefficients binomiaux

Exercice 7. Montrer sans récurrence que, pour tout n € N*,

o=l <pl < pn
n—1

Sin=1,onabien 2" ! <nl<n

Si n > 2, alors pour tout k € [2,n], on a

2<k<n
Donc
n n n
[T2<]]*t<]In
k=2 k=2 k=2

c’est-a-dire
n—1 n—1
2 <nl<n™ .

Ainsi pour tout n € N*, 2»~1 < nl < p~ L

Exercice 8.
de (z +2)%, puis de (2% —3)7?

2. Quel est le coefficient de z3y” dans le développement de (z—y)

3. Quel est le coefficient de 2%y dans le développement de

(2z — y)13 ?

(o2 = Ty (ot x 2
:..._|_(6)x6><22_|_...

1. Quel est le coefficient de 2% dans le développement

10 9

Le coefficient de 2% dans le développement de (z + 2)% est

0~

Le ¢

oefficient de 2® dans le développement de (z? — 3)7 est

()]

2. Le coefficient de 2?37 dans le développement de (z — y)!°

st <130> (—1)7|.

3. Le coefficient de 2% dans le développement de (2z —y

)13 est

13
6

>26(_1)7

n
Exercice 9. 1. (n) okgn—k_ (2+3)" =
k=0

k

= (2+1)" =[3"]

3. n _ n 1k1n—k — (1 4 1)” — 2”
k k
k=0 k=0

- k(M) 1 sin=0,
4 k—O( 1 (k>_ {0 sin #0.

Exercice 10. Soit n € N*.

1. Soit

n n—1
1,n]. M = .
k € [1,n]. Montrer que l~c<k> n<k_ 1)



. n—1
a E—1
k=1
n—1
n—1
SO
(=0
n—I1
_ n—1\ ¢ n-1-¢
=n ( 0 )11
/=0
=|n2n !

Récurrences

Exercice 11. Montrer que, pour tout n € N,

k=0
k=0

3, ﬁ(2k+1) (Q;Zn*n,l)
k=0

1
1. Pour tout n € N, on pose @n:<2k3 < mn + )> >,

0
1
Initialisation : Z B=03=0 et <0(0 i )> =0, donc

2
0 2
0(0+1
Zk?’ = <(2+)> et A, est vrale.
=0
Hérédité : Soit n € N. On suppose &, vraie et on montre &, 1,

n+1 ;
c’est-a-dire Z k3 = <(n+1)(n+2)> .

2
k=0

Z Zk3 +(n+1)°

— (W) +(n+1)* (dapres Z,)

n?(n+1)2+4(n+1)3
(n+ 1)2(n24—|- 4(n+1))
(n+ 1)2(n24—|— 4n + 4)
(n+ 1)2(n4+ 2)?

22
((n—i— 1)2(n+2))27




donc &, 41 est vrale.

= n(n+1)\?
Conclusion : Pour tout n € N, g K3 = <> .
k=0

1
. Pour tout n € N, on pose &, : < Z(—l)kk2 = (—1)"M >.

2
k=0
0 ’ 00+ 1)
Initialisation : » (—1)Fk* = (=1)" x 0 =0 et (—1)0T =
k=0
00+1 .
0, donc Z 1)0(2) et A est vraie.
Heredlte Smt n € N. On suppose &, vraie et on montre 1,
n+1
+1)(n+2)
_ k 2 — (1)t (7’1, )
c’est-a-dire Z k ) 5
n+1 n
DD =D (DM 4 () (4 1)?
k=0 k=0
1
= (2D a1 (apres 2,)
— (_1)nn(n + 1) — 2(” + 1)2
B 2
2
W+ 1)(=n—2)
= (-1
(D
Ly Dt
2 Y

donc &, 41 est vraie.

n
1
Conclusion : Pour tout n € N, Z(—l)ka = (—1)”n(n2+).
k=0
e (2n + 1)!
. Pour tout n € N, on pose &, : < H(2kz+ 1) = W >,
k=0 '
0
Initialisation : [[ek+1)=2%x0+1=1 et

k=0

0

2-0+1)! 1 ~(2-041)!
S0xol 1 1, donc ]}_[()(2k:+ 1) = 0ol et A
est vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose &, vraie et on montre &1,
. (2n + 3)!
C eSt a—dlre kr[O Qk + 1) m
n+1 n
[J@k+1)=]]@k+1) x (2n+3)
k=0 k=0
(2n+1)!
B (2n + 3)!
2l x (2n +2)
B (2n + 3)!
vl x2(n+1)
_ (2n+3)!
ool (1)
donc &, 41 est vraie.
n
L  (2n+1)!
Conclusion : Pour tout n € N, H(Qk +1)= TR

k=0



