Lycée Louis Vincent TSI1 - 2023/2024
C. Scholl Mathématiques

Feuille d’exercices n°6 — Correction

Les nombres complexes

Exercice 1. Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants : 4. zy = 2(3_"%r el = \/Qe_i%

. . . . ‘ ‘ 5. 2 _M_ez(—%—i-g) — ity
1. z1=(38-2i) — (1414) 2. 29 =2i(1—1) 3. z3=(2+1)(5b— 40) CA T oiE T

, 4+ 3i (2+1)? 6. 26 = (365F)5 = 35 x /2 01
4, z4 = (1 —24)° 5. 25 = 6. zp— =) .26 = (3e'T) X e ' a

2= (1-2) SR Y T 1 202 .
o o m 2020 7. z7 =¢'6
7. z7=¢€"6 8. 23 = 2e '2e's 9. z9g = (1+414) .
8. zg=¢€ '3
.. i(m_m S 3T
1. 2 =2 3i 2. 2y =242 3. 23 =14 3i 9. 2 =cos (F = %) +isin (§ —F) =e'575) =%
4. 2y = A1 + 38i 5. 25 —=2—i 6. 25 = 38 ‘E ; Exercice 3. 1. Ecrire sous forme exponentielle les complexes sui-
25 2 vants :
-3 1 . .
7. 27:7—51' 8. zs=+v3—1i 9. z9 = —21010 z1=—-1—1 20 =1—+/3i 23 = 21 X 29.
- 37 - T -137
21 =27V 29 =275 et 23 = 2¢/2e V2 .

‘ 4 : . 117 : 117

Exercice 2. Ecrire sous forme exponentielle les nombres suivants : 2. En déduire les valeurs exactes de cos (43") et de sin (45).
D’une part,
1oz =i 2. 2y = Y2 — V2 3. 23 =2+2iV3
V2 — i3 . 23 :2\/§(cos (—%’T)—Fisin (—113—2”))
4. zq = (—1—1d)i 5. z5 = m 6. z6 = (=3 — 31) =2V2 (COS (1114) + 7 sin (113—”)) .
7. z7 =cosg +ising 8. 25 =sing —icosg 9. 29 =sing +icosg D’autre part,
1. 21 = e's

. zZ3 =21 X 29
2. mp=e' = (=1 —1i) x (1 —+/2i)
3. 23 =4e's = (-1-V3)+ (V3-1)i.
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2v/2 cos (1;) + 2v/2sin (
{ 2v/2 cos
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1
| sin(Ur) =B
1 2V/2
Exercice 4. 1. Déterminer la forme trigonométrique du complexe

z=1+1iV3.
z = 2(005 (%) + isin (%))

2. En déduire ’ensemble des entiers naturels n tels que (1 + 1\/3)”

soit un réel positif.

(1 +Z\/§)n =2z"

d’apres la formule de Moivre.

n

z" est un réel positif si et seulement si cos (n%) > 0 et

sin (n%) =0, si et seulement si n est un multiple de 6.

Exercice 5. Soit z € C.

1. Montrer que |z —i| = |z 4 i| si et seulement si z est réel.
2. Montrer que |z—1| = |iz+1| si et seulement si z est un imaginaire
pur.
z+Zz zZ+z

Rappel : Re(z) = et Im(z) = .

24

|z —i| = |z + i (z—i)(z—1)=(2+1)(z
(z—i)(z—1
(z—i)(z +i
2 iz —iz - R=27—iz+i7 - R

)
)
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z est réel.

2 — 1| = |iz +i| <= |z~ 1| = |i(z + 1)]

— |z—-1| =i||z + 1]

—= z-1)z-1)=E=+DEz+1)
= (-DE-1)=(+1)EFD)
— z-1z-1)=(=+1(z+1)
= Z-z-Z+\=2Z+z+Z+)
— 0=2(2+2)

<= 0 =14Re(z)

<= 7z est un imaginaire pur.

Exercice 6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur



a—+1b
c+1id

(a,b,c,d) € R* vérifiant (c,d) # (0,0) pour que

Commencons par déterminer la forme algébrique du complexe

a+ib a-+ib " c—1d
c+id c+id  c—id
(a +1b) (¢ —id)
c2 + d?
ac+bd . bc—ad
= —+1 .
c? + d? c +d?

On en déduit que

a+ b ¢ réel bec — ad 0
est réel «— —— =
c+id A+ d?

<= bc—ad=0.

Exercice 7. 1. Linéariser les expressions suivantes :

(a) cos*(z)

(c) cos(x)sin®(z)
2. Factoriser les expressions suivantes :
(a) cos(2x)

(b) cos(x) + 2 cos(2z) + cos(3x)

(c) sin(x) + sin(3z) + sin(bx)

soit réel.

a+1ib

c—i—zd:

X —ix
cost(z) = <e re >
1
24
1

(6241 _|_48223n _|_6+4efi2$ _’_efi4x)

(2 cos(4zx) + 8 cos(2x) + 6)

[\

4
1 1
3 cos(4z) + 3 cos(2z) +

g .

- @)

1
=-1 sin(3z) + §sin(a:).

(21)3 (ei?)m _ 361':5 + 3e—iz _ e—i3z)
1 ( i3 e—z3x 3 (eia: e—zx))

(2isin(3z) — 3 x 2isin(z))
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()

(d)

cos(z) sin?(z) =

cos?(x) sin®(z) = <

_ _7(ez’5x _

eix_‘_efia: eix_efix 2
(=) (=)

(ei:p + efi:r) (ei2x 24 efi2x)

[~

(ei?)x .

(ez?):c + e—zSa: _

2eix 4 e—ir + eiz o

ool ool = o

4

1
——cos(3z) + 1 cos(z).

2

254
1
254

1
254 (

(1%

eim +e—ix 2 eix o e—ir 3

_i (eiQx L2+ e—iQx) (ei?mc o 3eix + 3e—i1’ _ e—i?:

26T _ 66’ 4 e —

el _ 37 | 367131 _ efsz)

_ e—i5m _ (ei3z

(eix + e—iz))

3ei3z + 3ei:c _ e—i:c_|_

— €

2e—ix + e—in)

—i33:) _ 2(6” _ e—im)

16

1 1 1
——sin(5z) + — sin(3z) + - sin(x).

16
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cos(2z) = Re [¢"*"]
[(eix>2]
[(cos(z) + isin(z))?]

= Re [0052(3:) + 1 x 2cos(x)sin(x) — sin2(x)]

Re
Re

= | cos®(z) — sin’(x).
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cos(x) + 2 cos(2z) + cos(3x)

= cos(z) + 2(cos?(z) — sin?(x)) + cos?(z) — 3 cos(x) sin?(x)

= cos(z) + 2(2cos?(z) — 1) + cos®(z) — 3cos(x) (1 — cos?(z))
en remplagant sin® () par 1-cos? ()

= 4cos?(z) + 4 cos?(x) — 2 cos(x) — 2

sin(3z) = Im [(cos(m) 41 sin(;p))i’»}

= 3cos?(z) sin(z) — sin®(z)



et c’est-a-dire
sin(5z) = Im [(cos(z) + isin(z))’] cos(p) + cos(q) = 2 cos (p ; Q> cos <p ;‘ Q> '
= 5cos’(z) sin(z) — 10 cos®(x) sin®(z) + sin®(z).
3.
Exercice 8. Soient p et ¢ deux nombres réels. cos(z) + cos(3z) = 0 <= 2cos <$ — 33‘) cos <5L' + 33@) >0
1. Factoriser I'expression e + €% par eis? = cos(—z)cos(2z) >0
2. En déduire une factorisation de cos(p) + cos(q). <= cos(z)cos(2z) >0
3. Résoudre I’équation cos(x) 4 cos(3z) > 0 d’inconnue x €] — m, 7).
1. Exercice 9. Résoudre dans C les équations suivantes :
. . . r _ z+1 .
o 4 it = B P | il 1. B+5i)z=1-2 Q.m—i%—i—z 3. Z_l—Qz
T 1 S Ei (4 —0 g Lr2E_ ol
ot oiP it L1z = i . (iz z+3i) = CTr2, 13
T T\ T 45 3 11 3 4
A . . 1.7 =0 —— 2 2. .S =4 3.7 =452
= "5 x (el¥ +e—”’7q) 7 {41 412} 7 {10 101} {5 52}
. S 1 2,
— B« 9cos (p—q) 4. S ={-1+1i} 5. & = {—i,—3i} 6. Y:{—5+5z}
Conclusion : Exercice 10. Résoudre dans C les équations suivantes :
eiueiq:zcos(p;q)e“’zq 1. 222 6245=0 2. 2 4z4+1=0
3.22=2z+1 4. 22— (1+2i)z+i—-1=0
5. 22 —V32—i=0 6. 22— (3+4i)z—1+5i=0
2. On déduit de ce qui précede 7oA 4241 =0 8 23492:2492,41=0
Re [eip + eiq] = Re [2 cos <p2—q> eip;q] )



L= {3 4 b)
1 3;. _1 3
P SR
—J1=v56 . 145
3.7 = {1505 155}
4. S ={1+1; i}
3-2 : 3+2
5. 7 = {872 - Ly B2 4 LY
6. . ={2+3i; 1+i}
7. S = {—e_% SRR SERECC ei%}
8.7 ={-15 -5 - Fi; —L+ i}
Exercice 11. 1. Représenter les racines sixiemes de 'unité et les

racines quatriemes de —1.

2. Soit n > 2 un entier. Résoudre dans C I’équation
l+z+22 4 +2"1=0.

-2k
1. Les racines sixiemes de l'unité sont e'"s avec k € [0,5]. (&
représenter)
() kw
Les racines quatriemes de —1 sont e”(Z+7) avec k € [0,4]. (&
q

représenter)

1— 2"
l+2z+224+ 42" =0 = 1_2 =0(z#1)

= 1-2"=0

= 2"=1

= z:e"%ﬂ, kell,n—1].

Conclusion : . = U, \ {1} = {eiszﬂ, Eell,n— 1]]} .

Exercice 12. 1. Déterminer les racines carrées des nombres com-

plexes suivants :

(a) Z1 = (b) zZ9 = -9 (C) zZ3 = )
(e) zZ5 = 54127
2. Déterminer les racines cubiques de —2 + 2i.
3. Déterminer les racines cinquiemes de —:.

4. Déterminer les racines sixiemes de 2e' 2 .

Les racines carrées de 9 sont —3 et 3.

)

b) Les racines carrées de —9 sont —3i et 3i.

(¢) Les racines carrées de i sont —e'7 et e,

(d) On recherche les racines carrées de 3 + 4i sont la forme

z=x+y:

a? +y? = [3+4i] (1)
2?2 —y?=3 (2)
2zy = (3)

Les racines carrées de 3 + 47 sont 2 + ¢ et —2 — 3.
(e) Les racines carrées de 5 + 127 sont 3 + 27 et —3 — 2i.
(f) Les racines carrées de 9 — 407 sont 5 — 47 et —5 + 4i.
2. Les racines cubiques de —2+ 27 sont \/iei(%Jr%Tﬂ) avec k € [0, 2].

. (& 2km
3. Les racines cinquiemes de —¢ sont l(=16+%5") avec k € [0, 4] .
km
3

. RN s 1 (x k
4. Les racines sixitmes de 26/ sont 25e(175) avec k € [0, 5] .
Exercice 13. Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22-1=0 2. 24 =4 3. 210 =3+

1. .7 = {e% ke [[0,2]]}



2. = {ei(%%”), ke [[0,3]]} ul +u® +u =0.

u U2 U3

3. 7= {2%0&(&“?"), ke [[0,9]]} T T Trud T 150
w(1 4+ u*) (1 4+ ub) +u?(1 + u?)(1 +ub) + w3 (1 +u?)(1 4 u?)
T+ )1+ )1 + )

w+ud +ul 4+ utt +u? 4 ut +ud el el o’ " 4
1+u? +ut +ub +ub +ud + 0l 4 ul?

u+u5—|—1+u4—|—u2+u4+u—|—u3+u3+u_,5+1+u2
T+u?+ut +ub +ub +u+ud+ud

2(1 + u + u? + v + ut + ud)
T4+ u+u?+ud+u* + ud + ub + ub

Exercice 14. Soit n > 2 un entier.

Résoudre I’équation 2" — 2" +1 — i = 0 d’inconnue z € C. —

2 x (—ub)
0+ ub
=2
Conclusion :
u u? u?
2241 —i=0 < Z*—Z+4+1—1i=0en posant Z = 2" T2 T T 1w = -2
(A=-3+4i, 6 =1+ 29)
= Z=1+iouZ=—1t
? n __ . n__ _ .
2 =1 +Z' onzn = 4 Exercice 16. 1. Soient n € N et 8 € R. Déterminer les sommes
— 2" =/2¢'T ou 2" =e 2 suivantes -
e 2 =2 (@) ou 2 = ("5 ) avec k € [0)n —1].
n n
e T\ i m 71' a S1 = cos(k6O b Sy = sin(k60
Conclusion : ./ = {2ﬁe’(ﬂ+%)7el(—%+%) |k € [0,n — 1]]} (a) 1 kz;) (k0) (b) 2 kzo in(k0)
Exercice 15. On pose u = i . Calculer 2. Soit n € N*. Calculer la somme et le produit des racines n*mes
de I'unité.

u u2 U3

1+u2+1+u4+1+u6'

n
Z e’m] et

1. 51 = icos(k@) = iRe [eike} = Re
k=0 k=0

u est une racine septieme de I'unité : u” = 1. De plus, 1 + u + u® +u> +



Sy = isin(k:@) =Im [i e’w] .
k=0

k=0

n

kzioez’ke _ Z (ew)k

k=0

ei(n+1)0 -1 o
N

n+1 sie? =1

ei(n-gl)e 2f sin ((n—gl)@)

si @ # 02w

=3 wf 20sin (D) 7 Of2]

n+1 si @ = 0[27]

-n6 Sin ((n—gl)0>
_JeF 2 sif#0[2n]
Sin (5) .
n+1 si 0 = 0[27]

Conclusion : Si 6 # 0[27],

S1 = cos <n€> M et Sy =sin <n€> Sin((nzl)e).

2) " sin(3) 2) " sin(3)

Si 6 = 0[27],
Si=n+1 et Sy=0.

2. Rappel : U,, = {e"%TTr |k e0,n— 1]]} On note P (resp. S) le

produit (resp. la somme) des racines n-iemes .

n—1
-2k
P = eZ n
k=0
—1
I (%)
= e n
k=0
( im)ﬂ‘_ék
= e n
n(n—1)
( §27 2
= e n
n—1
— (&%Xn) 2
n—1
:]_ 2
=
et
—1
n s2x &
S = (e n )
k=0
.2 n
eZTﬂ) -1
= - 27
e'n —
ei27r 1
= ei% -

I
=]

Exercice 17. Soient A(1,1) et B(—1,2) deux points du plan.

1. Déterminer les points M du plan tels que ABM soit un triangle

équilatéral.

2. Déterminer les points M du plan tels que ABM soit un triangle



rectangle isocele en A. 2.

H .
ABM rectangle isocele en A <= AM = AB et (ﬁ, AM) = ig[Qﬂ'_
1. Aest le point d’affixe z4 = 1+1i et B, celui d’affixe zp = —1+ 2i.

' . — Z—zA:eiig(zB—zA)
Soit M un point du plan d’affixe z.

< z=zati(zp—z4)

ABM équilatéral <= AM = AB et (AB, AM) = +2[2n] = z=1+iti(-2+1)

@Z—ZA:eii%(zB—zA) <— z=—10uz=2+ 3.

= =4+ (1 4+ z\/§> (zB — 24) Conclusion : Le triangle ABM est rectangle isocele en A si et

2 2 seulement si M a pour coordonnées (0, —1) ou (2,3).
1 3
@:z:1+i+<2ifg>pa+o
3 3 3 3
s= - (5-3) o = (5+v)

Conclusion : Le triangle ABM est équilatéral si et seulement si
M a pour coordonnées (—@, % — \/§> ou (@7 % + \/§) .

Exercice 18. Déterminer et représenter I’ensemble points M d’affixe z

tels que :
1. |z —2i] =3 2. 243+ <2
N |z — 3]
3. — i) == 4. =1
arg (z —1) : P

Exercice 19. Déterminer 'expression des transformations suivantes :



1. f1 la translation de vecteur V daffixe 2 — 3i.
2 =2+42-3i.
2. f2 la rotation de centre A d’affixe 1+ et d’angle §
2 —(141i)=¢"2 (2 — (141)), Cest-a-dire 2/ =iz + 2.

3. f3 'homothétie de centre A d’affixe 1 + i et de rapport /2.
2 —(141) = V2(z—(141)), cest-a-dire 2/ = v/2z+(1—/2)(1+1).

Exercice 20. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de

la transformation f dans les cas suivants :

2. f(z) = %z —i\g?:

3. f(z) =3z 4. f(z) =iz —3i+3

1. f(z)=2—-1—1

1. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe
le point M’ d’affixe 2z’ avec 2/ = 2z — 1 — 1.
f n’admet pas de point fixe. Il s’agit de la translation de vecteur
7 d’affixe —1 — 1.

2. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe

1 3
le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ = 27 1\2[
Recherche point fixe :

1
f est homothétie de centre A(—iv/3) et de rapport A = %

Y (—iV3) = (z - (—z'\/§)> .

(NN

3. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe
le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ = v/3z.
f est ’homothétie de centre O(0) et de rapport A = /3.

4. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe
le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ =iz — 3i + 3.
Recherche point fixe :

z=1iz—3i+3 <= (1—1)z=3(1—-1)
= z=3.

f est la rotation de centre A d’affixe 3 et d’angle 6 = g :

Z—3=¢2(z-3).



