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Feuille d’exercices n°9

Fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles

Représentation graphique

Exercice 1. Etudier les fonctions suivantes :

Lof@)=si?() 2 f@) = B f) = 5

1
4 f) = cos(z) 5 f(@)=In @7;%) 6. fla) = 1—2In|z|
Composée

Exercice 2. 1. Ecrire les fonctions suivantes comme la composée de

deux fonctions :

(a) f(z)=(z—-3)" (b) f(z)= \/13—3 (¢) f(x) = In(cos(x))
eZ:c
@ f@) =1

2. Déterminer I'expression de go f, son domaine de définition, ainsi que
sa dérivée, lorsque :

(a) f:x—+x et g:x—a2®

(b) f:x—2? et g:x—Vxr

(¢) f:rx—2x+1 et g:x—x>
. : ) 1

(d) f:z—sinx et gix— 1

3. Soient
f: ]—00,3 — R
x = 24+ V3—=x
et
g: [25400] — R
x = —x?4+dr—1

A-t-on fog=go f?

Parité, périodicité et monotonie

Exercice 3. Soient f € .7 (R,R) et g € .Z(R,R).
1. Etudier la parité éventuelle de g o f selon les parités de f et de g.
2. On suppose que f et g sont strictement monotones sur R.

(a) Montrer que si f et g ont le méme sens de variation, alors g o f
est strictement croissante sur R.

(b) Montrer que si f et g n’ont pas le méme sens de variation, alors
g o f est strictement décroissante sur R.

3. Soit f € .Z(R,R). Montrer que f s’écrit de maniére unique comme
la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.



Limites

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes :

. . COS T . sinx
1. lim =z 4+ cosxz 2. lim 3. lim
T—~400 T—+00 T T—=—00 T
. xr .
4. lim Lz] 5. lim |z
r—+o0 X T—+00

Exercice 5. 1. Déterminer '’ensemble de définition de la fonction

fx)=lnz—2yz

et étudier ses variations.

Inz
2. Démontrer que pour tout z > 1, 0 < — <
T

et en déduire

B

. Inx
lim —.
r—4oco I

Dérivation

Exercice 6. Sur quelles parties de R les fonctions suivantes sont-elles conti-
nues, dérivables ?

flz) =zlz[  g(z)

o sinx siz >0
e+ 1 0 siz<0

Exercice 7. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
(a,b) € R? pour que la fonction f définie sur Rt par :

flx)=vzr si0<z<1 et f(z)=az’+br+1 siz>1
soit dérivable sur R .

Exercice 8. 1. Montrer que :

In(1 r -1
o nd+a) lim

x—0 xT z—0 xT x—0 T

2. Déterminer les limites suivantes :

. tanz . In(z? -3z +1)
lim ; lim
z—0 T z—3

vVer+3—2
lim ———.

x—3 S R p— |

Exercice 9. Montrer que :
1.V eR, e* > x+ 1.
2. Vx € R™ In(z) <z — 1.

Injection, surjection, bijection

Exercice 10. Les fonctions suivantes sont-elles injectives? surjectives?
bijectives ?

1. f: R —
Tz +— eF
2. g [-3.3 — [0,1]
x —  COST
3. h: [l,400] — [0,400] .
x = ox2—1

Exercice 11. Montrer que f est bijective et déterminer f~1 :
1. f: R — R

r +— 2zx+1
20 f: [1,1] — [-1,1]
T
3. f: R\{1} — R\{1}.
x o

Partie entiere

Exercice 12. Résoudre dans R :

L [3z+2]=5 2. [ -2z +2| =2



Exercice 13. Montrer que :
1. la fonction partie entiere est croissante ;
2.Vz eR, |z+1] =|z]+1;
3. V(z,y) € R, ||+ y) < |z +y) < [z + [y + 1.

Fonctions arcsin, arccos et arctan

Exercice 14.

1. arcsin (sin (—% ) 2. arcsin (sm ( 7?)) 3. arcsin (sin (2%))
4. arccos (cos (—%)) 9. arccos (c (f)) 6. arccos (cos (2%))
7T

7. arctan (tan (—g)) 8. arctan (tan ( T )) 9. arctan (tan ( 3[))
Exercice 15. Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R :

1. sin(z) = —% 2. cos(z) =1 3. tan(dx) =2 4. sin(x+3)=32

Exercice 16. 1. Montrer que : Vo € R, cos(arctanz) = =

T

Vita2®

Exercice 17. Simplifier les expressions suivantes :

2. En déduire que : Vx € R, sin(arctanz) =

1. cos(2arccosx) 2. sin(2arccosx) 3. cos(2arctanx)

Exercice 18. 1. Montrer que pour tout x € [—1,1],
arccos(z) + arcsin(z) = g

2. Montrer que pour tout z € R™, arctan(x) + arctan (%) =7

Exercice 19. 1. A Taide d’une intégration par parties, déterminer une
)
primitive des fonctions arcsin, arccos et arctan .

2. Calculer les intégrales suivantes :

/1 LI / L 4
X (§] — dX.
o 1+a? 11 —2a?




