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C. Scholl Mathématiques

Feuille d’exercices n°9 — Correction

Fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles

Représentation graphique 3. Soient
f: ]—00,3 — R
Exercice 1. Etudier les fonctions suivantes : x = 2+vV3-ua
) et
x x Y
1. f(z) =sin?(z 2. f(x) = 3. flx) = g: [2Z+oo[ — R
(¢) = sin?(x) @)= 5 (@) = fol > R
— - z—1 = -~ —
L@ = S I@=m(E) 6 @) = Act-on fog=go f?
, Correction.
Composée
1. (a) f(z) = (z — 3)2 = uowv(x) avec u(xr) = 2% et v(zr) =2 — 3
Exercice 2. 1. Ecrire les fonctions suivantes comme la composée de 1 1
deux fonctions : 1. (b) f(z) = NG = uowv(z) avec u(z) = — et v(z) = Va.
x x
1
@ f@0) =@ =37 () fa)= 7= (0) fa) = Infoos(a) 1. (c) £(z) = In (cos(x)) = w0 v(z) avec u(x) = In(z) et v(z) = cos(z)
)2 2
2z 1 _ (e ) _ — — T
d) f(z)= e (d) f(x) I rer —U° v(x) avec u(x) Ttz et v(z) = e”.
2
2. Déterminer 'expression de go f, son domaine de définition, ainsi que 2. (a) g° f(x) = (Vx)" = x, Dgoy =0, +00[ et pour tout z €]0, +o0f,
sa dérivée, lorsque : (gof) (x)=1.
) 2. (b) go f(x) = Va2 = |z|, Dyoy = R, go f n'est pas dérivable en 0 et
(a) fx—>\/2§ et g:x—x ; / 1 siz>0
(b) f:rx—x et g:x—Vxr pour tout x € R*, (go f) () = . .
(¢) f:rx—2x+1 et g:x—x> —1 siz <0
. ~ ) 1 ‘
(d) f:z—sinz et g:x—g . 2. (c)gOQf(x) = (22 4+1)*, Dyoy = R et pour tout z € R, (go f) (z) =
6(2x+1)°.
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1
2. (d) go f(x) = Sn(z)’ Dyos = R\ {zéros du sin} = R\ {km, k € Z}, et
sin(z
cos(x)
tout « € Do, "(z) = — .
pour tout x gof (go f) (x) sin2($)
3.0n a fog: [24oo] — R et gof: ]—-00.3 = R.Ainsifo
x =T x =T
g#gol.

Parité, périodicité et monotonie

Exercice 3. Soient f € .Z#(R,R) et g € #(R,R).
1. Etudier la parité éventuelle de g o f selon les parités de f et de g.
2. On suppose que f et g sont strictement monotones sur R.

(a) Montrer que si f et g ont le méme sens de variation, alors g o f
est strictement croissante sur R.

(b) Montrer que si f et g n’ont pas le méme sens de variation, alors
g o f est strictement décroissante sur R.

3. Soit f € #(R,R). Montrer que f s’écrit de maniére unique comme
la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Correction.

1. Si f est paire, alors quelle que soit g € # (R,R), go f est paire :

En effet, soit = € R, go f(—z) = g(f(—=)) = g(f(z) = g f(x). Ainsi
pour tout z € R, go f(—x) = go f(x) et go f est paire.

Si f est impaire et g est paire, alors g o f est paire :

En effet, soit z € R,

gofl-z) =
(car f est impaire)
(car g est paire)

Ainsi pour tout z € R, go f(—xz) = go f(z) et go f est paire.
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Si f et g sont impaires, alors g o f est impaire :
En effet, soit = € R,
gof(—z) =g(f(-=

(car f est impaire)
(car g est impaire)

Ainsi pour tout z € R, go f(—xz) = —go f(z) et go f est impaire.

2 (a) Supposons que f et g sont strictement décroissantes. Soient x et y
des réels,

r<y= f(zx) > f(y) (car f est strictement décroissante)
— g(f(2)) <g(fv))

= go f(z) <go f(y)

(car g est strictement décroissante)

g o f est donc strictement croissante.
Démonstration similaire lorsque f et g sont strictement croissantes.

2 (b) Supposon que f est strictement croissante et que g est strictement
décroissante. Soient x et y des réels,

r<y= f(z) < f(y) (car f est strictement croissante)
= g9 (f(2)) > g (f(y))

= go f(x) >go f(y)

(car g est strictement décroissante)

g o [ est donc strictement décroissante.

Démonstration similaire lorsque f est strictement décroissante et g sont
strictement décroissante.

3. Démonstration par analyse synthese.

Analyse : Soient fp(x) une fonction paire et fr(z) une fonction impaire
telles que pour tout x € R,

p(@) + fi(z) = fx) (1)

Alors
fr(=z) + fi(-z) = f(-x)
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donc
fr(@) = fi(z) = f(=2) (2)
Ainsi
{fp(x)Jrff(x):f(w) (1
fr(@) = fi(z) = f(-2) (2)
donc
{2fp<x> = f(@)+ f(=2) (D) +(2)
2f1(x) = f(2) = f(=z) (1) —(2)
donc
fo(a) f<x>+2f<—x>
PYRiC) —2f<—x>

Synthese : On a bien

oty = 11+ 1)
iy = HI = 1)

On vérifie que fp est bien une fonction paire (fp(—x) = fp(z) pour tout
x € R) et que fr est bien une fonction impaire (f7(—z) = — fr(x) pour tout
x € R).

Conclusion : f s’écrit de maniere unique comme la somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire.
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Limites
Exercice 4. Déterminer les limites suivantes :
Cos si
1. lim =z +cosxzx 2. lim x 3. lim e
Tr—r—+00 x—r—+00 T r——00 I
T
4. lim Lz] 5. lim |z
r—+o0o I r——+00
Correction.
1. Pour tout = € R, z + cos(z) > = — 1. Comme lim =z — 1 = +o0,

r—+00
lim z + cos(z) = 400 par comparaison.
r—+00

2. Pour tout x > 0,

1 cos(z) 1
x x x
1 1 cos(z
Comme lim —— = lim — =0,ona lim (z) = 0 par encadrement.
r—+oo T—+00 I T—>+00 X
3. Pour tout x < 0,
1 _sin(z) _ 1
> P
x x x
1 sin(x
Comme lim —— = lim — =0,ona lim (z) = (0 par encadrement.
r——00 X T——00 I T—r—00 x
4. Pour tout z > 0,
x—1 |z| =
— < —= < —.
x x x
.o —1 .z .=
Comme lim = lim — =1,ona lim —= =1 par encadrement.
r—+00 X r——+00 I rx—+00 I
5. Pour tout = € R,
lz] >2—1.

Comme lim z—1=+400,ona lim |z]= 400 par comparaison.
T——+00 T——+00

1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction

f(x)=Inz -2z

et étudier ses variations.

Exercice 5.



Inx 2

2. Démontrer que pour tout z > 1, 0 < — < — et en déduire
x N7
. Inx
lim —.
Tz—+o0 I
Correction.
1. Df :]0, —I—OO[
1 1 1-yz
t dérivabl Dyet tout z €]0, )= ——— = .
[ est dérivable sur Dy et pour tout = €0, +-o0], f'(x) b "
z 0 1 +00
f'(@) + 0 -
In(2) — 2
—00 —0
. . . In(x)
2. On souhaite dans cette question retrouver la valeur de lim sans

r—+o00 I
faire appel aux croissances comparées.

1
Pour tout x € [1,+oo], In(z) > In(1) et = > 0. Ainsi In(z) > 0 pour tout
x
€ [1, +o0l.
D’apres @1, pour tout x € [1,+o0], In(x) — 2/ < In(2) — 2 < 0, donc
In(z) _ 2
2 d < — tout z € |1
In(z) < 24/, donc . \f our tout x € [1, 400
1 2
Ainsi pour tout z € [1,4o00[, 0 < n(= ) < —.
x N
2 1
Comme lim 0= lim — =0, on en déduit que lim n(z) =0 par
r—+00 T—>+00 \/5 r—+o00 I

encadrement.

Dérivation

Exercice 6. Sur quelles parties de R les fonctions suivantes sont-elles conti-
nues, dérivables 7

f)=elel o 9= h<x>={fj“ e
Correction.
Yy
y = f(=)
a
0] 1 x

La fonction f est continue et dérivable en 0 et f/(0) = 0.



La fonction g est continue et dérivable en 0 et ¢'(0) = 1.

Y

La fonction h est continue en 0, mais elle n’est pas dérivable en 0.

Exercice 7. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
(a,b) € R? pour que la fonction f définie sur R* par :

flx)=vz sio<z<l et f(z)=az’+br+1 siz>1

soit dérivable sur R .

Correction.

f est continue et dérivable sur |0, 1] et sur |1, +oo].

f est continue en 1 <

f est dérivable en 1 <=

r—1t

lim f(z) =

f(1)

— limax?+bz+1=+V1

z—1t
<— a+b+1=
<~ a+b=0

1

f est continue en 1

a+b=0

|
|
{a+b01
|

z—1t

xligl* f/ (CC) B J:ligl+ f/ (-%')

—
2a+b=—
1
a= -
— 2 1
b=—=
2
. - . : 1 1
Conclusion : f est dérivable sur ]0, 400[ si et seulement si a = 3 et b= —5
Exercice 8. 1. Montrer que :
i In(1 v —1
@) gy BT g © —1
z—0 x z—0 x z—0 X

2. Déterminer les limites suivantes :

lim
r—0

tanx

X

9

z—3

In(z? — 32 + 1)
z—3

z—1

m vr+3-—2

r—1



Correction.

Rappel : Si f est dérivable en a alors limM

r—a Tr — a

= f'(a).

1. e La fonction f : z + sin(x) est dérivable en 0 et limw =

) z—0 z—0
cos(0), c’est-a-dire lim sin(z) = 1.
z—0 x
1
e La fonction f : 2 — In(1 + z) est dérivable en 0 | f'(z) = T ) et
x

In(1 + z)

fim In(1+42z) —In(1+0) 1

= o’ c’est-a-dire lim =1

z—0 z—0 1 0 z—0 X
e” — e’
e La fonction f :x — e* est dérivable en 0 et lin%) =Y, c’est-a-dire
x—0 T —
et -1
lim =1.
z—=0 X

2. e La fonction f : z + tan(z) est dérivable en 0 (f'(z) = 1+ tan?(z)) et

t —t 0 t
limg 222&) = 0an(0) 4 200y, cestandire Tim 2T
z—0 x—0 z—0 xT

=1.

e La fonction f : 2z ~— In (x2 — 3+ 1) est dérivable en
20 —3 . flz)—f(3) .
! _ 1 — ! ‘ogt-H-
3 <f (x) x2—3x+1> et lim ———3 f(3), c’est-a-dire
. In(2? =3z +1) —1In(1)
im =
z—3 r—3

1
La foncti t T 3 est dérivabl 1 {fl(x)=———=] et
e La fonction f : x x + 3 est dérivable en (f (x) 2\/m) e
@)~ ) Vit3-2

1

= (1 sestededire m Y2 e~ 1

o R f(),ces.tadu“ectlﬁm1 p— :
Exercice 9. Montrer que :
LVzeR, e">z+1

2. Vx e R™ In(z) <z — 1.

Correction.

1. Montrer que Vz € R, e* > z + 1 est équivalent a montrer que Vz €
R, e"—2—12>0.

On pose f(x) = e —x — 1 pour tout = € R. Cette fonction est dérivable
sur Ret Vo € R, f/'(x) =e” — 1.

@) =0 = " =1=0

— " =1
<— z=0.
x —00 0 “+00
f() - 0 +
“+00 +00
0

Ce tableau de variations assure que pour tout x € R, f(x) > 0, c’est-a-dire
et >+ 1.

2. Montrer Vo € R™, In(z) < z — 1 est équivalent Vz € R™, 0 <z — 1 —
In(z).

On pose g(x) = z — 1 — In(z) pour tout x €]0,+o0[. g est dérivable sur
r—1

10, +o0[ et pour tout = €]0,4+o00[, ¢'(z) =1— — =
x x



T 0 1 +oo
z—1 — 0 +
T 0 + +
g () - 0 +
+00 +oo
0

Ce tableau de variations assure que pour tout z €]0,4o00[, g(x) > 0,c’est-
a~dire In(z) <z — 1.

Injection, surjection, bijection

Exercice 10. Les fonctions suivantes sont-elles injectives? surjectives?
bijectives ?

1. f: R - R
T >

e
2. g: [-5,5] — [0,1]
T > COSZX
3. h: [l,400] — [0,400]
T = ox2—1
Correction.

1. f: R — R est injective, mais pas surjective (0 n’admet pas d’antécédent
par f). Elle n’est donc pas bijective.

Remarque : La fonction R — ]0,+o0[ est bijective.
T = e’

2. g est surjective, g n’est pas injective car 0 admet deux antécédents : —
et 5. La fonction g n’est donc pas bijective.

SJE]

3. La fonction h est injective et surjective, elle est donc bijective.

Exercice 11. Montrer que f est bijective et déterminer f~! :
1. f: R — R
r — 2zx+1
2. f: [-1,1] — [-1,1]
x — 2z

1422
3. f: R\{1} — R\{1}.
x —
Correction.
1.
x —00 “+00
f'(x) +
400
/(@) -
—00

f : R — R est continue et strictement croissante, f : R — R est donc
bijective d’apres le théoreme de la bijection.

Rappel : f(z) =y <= == ["1(y).

fl)=y <= 2z+1=y
— 2x=y-—-1
y—1

= ="
Ty



Ainsi f~1(y) = y—- ; 1.

Conclusion : f~': R — R

r—1
r
2
2(1 4 2?) — 2z x (2 1—a?
2 f(z) = (1+2°) 2:U2x(x):2 w2.
(1+22) (14 22)
x -1 1
f'(=) +
—1
f(@) \
1
f:[=1,1] — [=1,1] est continue et strictement croissante, f : [-1,1] —

[—1,1] est donc bijective d’apres le théoréme de la bijection.

Rappel : f(z) =y < == f"(y).

Soient x € [—1,1]\ {0} et y € [-1,1] \ {0}

2z
= < =
flx) =y T2 =Y
— 2 =y + ya?
= yz’ -2 +y=0
2 — /4 —4y? 2+ /4 —4y?
s o 2ovady L 24 VA4
2y 2y
1 1
= m:7<1—\/1—y2) ou:c:f<1+\/1—y2)
Y Y
1 14++/1—
<:>x:$oux:f<1+\/l—y2) #x;
1+4/1—y? y 14+ +/1-
—————
€[-1,1] ¢[=1.1]
Y
e e car x € |—1
14 /1 —y? [
Coal Y
Ainsi f~H(y) = ————.
) 14+ +/1—y?
Conclusion : f~': [-1,1] — [—1,1]
x
x —
1++v1—2?
-2
3. Pour tout z € R\ {1}, f'(z) = CEE
T —00 1 +0o0
f'(x) - -
1 400
@ | .
—00 1
f est continue et strictement croissante sur U'intervalle | — oo, 1] & valeurs

dans | — oo, 1], f réalise donc une bijection de | — oo, 1| sur | — oo, 1[.



De méme, en appliquant une seconde fois le théoreme de la bijection, on
montre que f réalise une bijection de |1, +oo[ sur |1, +oo[. Ainsi f : R\
{1} = R\ {1} est bijective.

Rappel : f(z) =y <= == f"1(y).
Soient x € R\ {1} et y € R\ {1}

~—

:B+1_

r—1 y

—

= rz+1l=y(x-1)
= l4+y=yzr—=
—= l+y=(y—1)z
<~

x71+y
— r —
. 1+y
Ainsi f~1(y) = —2.
insi f~'(y) =
Conclusion : f~t: R\ {1} — R\ {1}.
1+2
x
r—1
Partie entiere
Exercice 12. Résoudre dans R :
L [3z+2]=5 2. |22 —20+2| =2
Correction.
1.
13 +2| =5 <= 5<3x+2<6
<— 3<3xr<4
4
¢$1<x<§

4
Conclusion : L’ensemble des solutions est [1, 3 [
2.

(27 —22+2] =2 < 2<2?—20+2<3

22 —22x>0
= 2
¢ —2r—1<0

ze|l-v2,1+2]
— xe]l—\@,o}u[zuﬁ[.

{xéOoux>2

Conclusion : L’ensemble des solutions est ]1 — V2, 0} U [2, 1+ \@[

Exercice 13. Montrer que :
1. la fonction partie entiere est croissante ;
2. Ve eR, |lz+1] =|z] +1;
3. V(z,y) €R?, |z| + [y) < |z +y) < 2] + [y] +1.

Correction.

1. La fonction partie entiere est croissante signifie que pour tout z € R et

tout y € R,
siz <y, alors x| < |y].
Démonstration : Soient x et y deux réels tels que x < y. Par définition,

2] <z <y<ly/+1

Donc
lz] < ly]+1,

Comme il s’agit d’entiers, on a

2] < ly].



2. Soit z € R. Par définition,

lz] <z < [z]+1.

Donc
lz] +1<ox+1<|z|+1+1.
—— ——
€7 €7

Or |z + 1] est I'unique entier tel que

lz+1|<z+1<|z+1]+1

Ainsi

o +1] = 2] +1
par unicité.
Conclusion : Pour tout z € R, [z + 1] = |z] + 1.

3. Soient x et y deux réels. Par définition,

lz] <z <|z]+1 et [y]<y<|y]+1

r4+y—1<|z+y|]<z+y,

Szty—-1<|z+yl<z+y<|z]+|y]+2,

ainsi

)+ ly] =1 < [z+y] <|z]+[y] +2.

Comme il s’agit d’entiers, on a

2] + |yl < Lz +yl < [z] + [yl +1

10

Fonctions arcsin, arccos et arctan

Exercice 14.

)) 2. arcsin (sin (—%’r)) 3. arcsin (sm (%)

3 ) 6. arccos ( (?")
7. arctan (tan (—%)) 8. arctan (tan ( %)) 9. arctan (tan (

N =

5. arccos (Co (?ﬁf)
7

Correction.

Indication : Représenter les angles mis en jeu (et leur sinus) sur un
trigonométrique et se rappeler que arcsin(z) € [ 55
et arctan(z) € |3, 5[

2732

1. arcsin (sin (%)) = —% car —% € [-%, 7]

2. arcsin (sin (—%’T) = arcsin (sin (%’T)) = arcsin (sin (7r — %’T
arcsin (sin (%’r)) = 2% car 2% IS [—g, g} .

3. arcsin (sin (Q}Tﬂ)) = arcsin (s n (57r + Z)) = arcsin (sin (7r +

arcsin (—@) — -z,

4. arccos (cos (—2F)) = arccos (cos (Z)) = T car % € [0,7]

5. arceos (cos (3)) = o car o~  [0,7).

6. arceos (cos (%)) = o car = € [0,

7. arctan (tan (—F)) = - car - T € | -2 2

8. arctan (tan (7)) = arctan (tan (=3)) = —¢ car —% € |2, 7
9. arctan (tan (—2F)) = arctan (tan (§)) = 7 car 7 € | -2, 7

Exercice 15. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € R :

1. sin(z) = — 2. cos(z) = ¢ 3. tan(4z) = 2

ol

7], arccos(z) €

\/v

7))

cercle
[0, 7]

) =

4. sin(x +3) = ¢



Correction.
1 2
=1+ tan®(X).

Correction.
1. 1. On sait tout X € R, —
n sait que pour tou o2 (X)
sin(z) = —1 9 1 1
, _ D tout = € R, t - - ,
< z =arcsin (—3) + 2km ou x = m — arcsin (—3) + 2km, k€Z OHe POUE TOth & cos” (arctan(z)) 1+ tan? (arctan(z)) 1+ 22
. . 1 1 1
<= x = —arcsin (%) + 2km ou & = 7 + arcsin 3> +2km, keZ donc \/0052 (arctan(x)) = ”1—1—7@’2 ie |cos (arctan(x))| = Niewt
Or arctan(z) € =%, 5[, donc cos (arctan(z)) > 0 et pour tout = € R,
(arctan(z)) = ——
cos (arctan(z)) = ——.
V1+ 22

sin(X)
= . D
cos(X) one

2. On sait que pour tout X \ {3 + km, k€ Z}, tan(X)
, donc sin (arctan(x))

2.
cos(z) = 1
1
<= x = arccos <> + 2km ou x = — arccos (> + 2km, ke
i t
3 pour tout z € R, tan (arctan(z)) = sin (arctan(z))
' cos (arctan(x))
x % cos (arctan(z)). Ainsi pour tout x € R,
in (arctan(z)) = ——
sin (arctan(z)) = ——.
V1+ a2

2 2
tan(4x) = - <= 4x = arctan <3> +kr, kelZ
1 2
<= x = —arctan | — +k:z, ke Z.
4 4
Exercice 17. Simplifier les expressions suivantes :
1. cos(2arccosx) 2. sin(2arccosx) 3. cos(2arctanx)

4.
3
sin(z +3) = —

’ 3 3

<= x + 3 = arcsin <> + 2km ou x + 3 = m — arcsin <5> + 2kw, keZ| Correction.
3
<= x = arcsin () — 3+ 2km ou x = 7 — arcsin () —3+4+2kn, keZ| 1.
cos (2arccos(x)) = 1 — 2cos?(arccos(x))  # cos(2X) =1 — 2cos?(X)
_ 2

Exercice 16. 1. Montrer que : Vx € R, cos(arctanz) = 11332. =1-2z"

3 . X

sin(arctan x) = Nire=E
11

2. En déduire que : Vx € R,



2.
sin (2 arccos(z)) = 2sin (arccos(x)) cos (arccos(z))

=2V1—-22x=x

=2zv1— 22

3.
cos (2arctan(x)) = 1 — 2 cos? (arctan(z)) #cos(2X) =1 — 2cos?(X)
1 1
=1-2 ——— =1+ tan*(X
1 + tan? (arctan(z)) cos?(X) + tan”(X)
1
—1-2—
1+ 22
B 2 —1
1422

Exercice 18. 1. Montrer que pour tout z € [—1, 1],

s

5"

arccos(x) + arcsin(x)

2. Montrer que pour tout z € R™, arctan(x) + arctan (%)

jus
PR

Correction.

1. On introduit la fonction f(z) = arccos(z) + arcsin(x) pour tout = €

[—1,1]. f est continue sur [—1,1] et f est dérivable sur | — 1,1] et pour
1

tout x €] —1,1[, f'(x)

= 0. La fonction f est donc

- +

V1I—22 122

constante sur [—1,1] et pour tout x € [—1,1],
f(z) = £(0)

arccos(0) + arcsin(0)

T
—40
2+

SE

#sin(2X) = 2sin(X) cos(X)

12

s

Conclusion : Pour tout x € [—1, 1], arccos(x) + arcsin(x)

1
2. On introduit la fonction g(z) = arctan(z) + arctan (> pour tout x €
x

10, +o00[. La fonction g est continue et dérivable sur |0, +oo[ et pour tout
x €]0, 00|,

() = ! + 1 /xarctan’ 1
A x x
1 1 1
TT1v2? 2214 (1)
+(3)
1 1
1422 2241

La fonction g est donc constante sur ]0,4o00] et pour tout = €]0,+oo],

g(x) = g(1) = 2arctan(1l) = 2 x T=I

4 2

1
Conclusion : Pour tout x €]0, +-00[, arctan(x) + arctan <> =

T
x 2°

Exercice 19. 1. A l'aide d’une intégration par parties, déterminer une
primitive des fonctions arcsin, arccos et arctan.

2. Calculer les intégrales suivantes :

[
0 1+$2



Correction.
1. Une primitive de f(z) = arcsin(z) est F(z) = [ arcsin(t) dt.

F(x) :/ 1 x arcsin(t) dt
0
t

= [t x arcsin(t)]g — /Ox N

in( )+/I 2
= arcsin(x _—
0o 2v1—1t2

=z arcsin(z) + [\/ 1-— tQ}

=zarcsin(z) + V1 — a2 — 1.

dt

x
0
Une primitive de x + arcsin(z) est z — xarcsin(z) + v1 — 22 — 1.

Une primitive de x — arccos(z) est & — xarccos(z) — V1 — 22 + 1.

1
Une primitive de = — arctan(x) est = — zarctan(z) — 5 In(1 + z?).

2.

1
1 1
/0 22 dx = [arctan(z)],

= arctan(1) — arctan(0)
T

4
et

1
2 1 B . 1/2
/—é N dz = [arcsm(av)]fl/2
et (1) i (1
= arcsin | 5 arcsin ( —5
1
= 2 arcsin ()
2

m
Xi
6

wly
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