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Chapitre 11 : Géométrie élémentaire de I'espace

Dans ce chapitre, on notera & ’ensemble des points de 'espace et 2 I’en-
semble des vecteurs de ’espace

1 Repérage dans ’espace

1.1 Repere cartésien

Définition. (Base de 2) On dit que trois vecteurs ¢, j, k de Z consti-

tuent une base de 2 si et seulement si pour tout vecteur @ de 2, il existe
un unique triplet (z,v,2) € R3 tel que

- = =
U=zi+yj +zk.
_>

1

) le triplet (z,y, 2).

Définition. (Repere cartésien) Un repére cartésien de & est la donnée
s . , . R s - = 2
d’un point O appelé origine du repére et d’une base (i ,7,k) de &. On
- =

note le repere (O; i, j, k).
Soit M € &. Alors OM € 2 et il existe un unique triplet (z,y,2) € R3
tel que . . IR

OM=zx1v +yj +zk.

Exercice 1. Soit ABCDEFGH un cube de c6té 1. Déterminer les coor-
données des sommets de ce cube dans le repeére (A; AB, AD, AE).

E H




1.2 Recherche des reperes de &

Vecteurs colinéaires et coplanaires.

Définition. Les vecteurs « et ¥ de 2 sont dits colinéaires s’il existe k € R

tel que

Trois vecteurs i, U et W de z sont dits coplanaires s'il existe (o, 3,7) € R3

non tous nuls tels que
ot + U+ vy = 0.

L~

Remarque. Deux vecteurs sont colinéaires si leurs coordonnées sont pro-
portionnelles (ex : (1,2,3) et (2,4,6)).

Trois vecteurs sont coplanaires s’il est possible d’exprimer 'un d’entre eux
comme combinaison linéaire des deux autres.

<l

Caractérisations des bases de &.

Soit (7,7, k) une base de & Soit (4,7, W) € & tel que

i (u1,uz,u3) R
- =
7 (v1,v2,v3) dans (i, 7, k).
w (w17w27w3)
- = =
On appelle déterminant de (7, ¥, W) dans la base (i, j, k) et on note

det(—z) 2 ?)(7, o, W) le déterminant

up U1 w1
Uz U2 W2
uz vz w3

Théoréme. Soit (U, 7, W) € &3
U, T, W sont coplanaires <= det(7 2 ?)(7,7,62) =0.

) )

Théoréme. Soient (;, 7, E) une base de 2 et (7, v, W) € &3.

(U, W, ) est une base de & det(7777?)(7, U, W) #0

= 7, 7, W ne sont pas coplanaires.

Exercice 2. Soit (Z, 7, E) une base de 2 Onpose T =i+j,0=1i42j+ k.

La famille (@, 3, k) constitue-t-elle une base de & ?



Espace - Objets géométriques

R3 - Objets analytiques

Notations dans R3

- = =
Point M Coordonnées dans (O, i, j, k) (z,y,2)
- = =
Vecteur o Coordonnées dans (¢, j, k) (u1, u2,us)
- = =
Vecteur fﬁ Coordonnées dans (7, j, k) (B —TA,YB — YA, 2B — ZA)

Sphere de centre O et de rayon 1

Ensemble de triplets de R3

{(z,y,2) eR3, 2 +¢y* + 22 =1}

- - =
Translation ¢ de vecteur ¢ — j +2k

Expression analytique

R3
(x+1,y—1,2+2)

RS

%
(x,y,2) —

Identification de ’espace avec R?




1.3 Orientation. Repére orthogonal. Repeére orthonormal.

Orientation de 1’espace.

Soit (? 7 ?) une base de E.

) )

Une base (7, o, ﬁ) de 2 est dite de méme orientation que (? ? E}
et seulement si det(—l) 7 ?)(7, o, W) > 0.

) si

Y )

Une base (o, 7, W) de & est dite d’orientation contraire & (? ? 4
et seulement si det(—z) 7 ?)(7, o, W) < 0.

) si

Y )

- = 7 A
Orienter 2 revient & choisir une base (¢, j, k). Toute base de méme
orientation que (7, j, k) est dite directe et toute autre base est dite

indirecte.

Il n’existe aucun critere mathématique pour privilégier une orientation
plutét qu’une autre; ce choix ne peut étre qu’arbitraire. En général, on
conv1ent de dire que le repere (O, 1,7, k:) est direct si lorsque ’on tourne de
i vers ], on progresse dans le sens de k (Regle des trois doigts de la main

droite). Ces conventions sont utilisées en physique.

> W

=

SN
~
,\;

Repére orthogonal.

i, 7, k) est une base orthogonale de 2 si et seulement si :

(

9 I

- = =
k

%
Un repere (O; i, 7, i

- =
) est dit orthogonal si (i, j, k) est une base or-

) )

thogonale de

(. \Lx 4

Repére orthonormé.

- = = . .
i,7j, k) est une base orthonormale de 2 si et seulement si :

(

9 I

o

— = -
1

> 57
Un repere O, g , k) est dit orthonormal si (i, j, k) est une base

orthonormale de



— — — —
ke lill=lil=1kl]=1
O A Z/

=
X J

2 Produit scalaire

On travaille a présent dans un espace orienté. On munit & d’un repere
%
orthonormal direct R = (O, 7 v J s k:)

Définition. Soit (7,7) € &2 On appelle produit scalaire de @ et o
et on note @ - U le produit scalaire de U et de ¥ calculé dans un plan
contenant et U :

o {IIﬁH 13| cos(@,) s @ # 0 et 7 # 0,
UV =

0 sinon.

Proposition. (1) Pour tout o € 2,
T = [T
(2) Pour tout (¥, V) € &2,
U L U siet seulement si W - U = 0.

(3) Symétrie du produit scalaire :
UT =7
(4) Bilinéarité du produit scalaire :

A\U)- T =MW" -V) et (7

U-ANT)=NU-T) et

Propo_s;ti)n Soit (, V) € &2 de coordonnées U (xz,y,2) et T(x,y,2)

dans (i, j, k;) base orthonormée directe. On a

UV =ar +yy + 27

Va2 4y + 22,

En particulier ||i|l =

3 Produit vectoriel dans ’espace orienté

Définition. Soit (7, 7) € &2. On appelle produit vectoriel de o et o
et on note U A 7, le vecteur :

e nulsi ¥ et ¥ sont colinéaires,

* égala 12| < 171l > | sin (@, 7) | x
ou k est le vecteur un1ta1re < dlrectement orthogonal & (U, ) >,
c’est-a-dire tel que (7 v, k ) constitue une base directe de z, sinon.

AUNTY

—

<

Remarque. Pour tout @ € 2, AT =0.

Exercice 3. Déterminer i A ], i A E kA j et 2}/\ 3i.



Proposition. (1) Pour tout (7, 7) € &2, Proposition. Soit (7, 7)_)6 &2 de coordonnées respectives (u1, uz, u3)
-
et (vi,ve,v3) dans (4, j, k) (orthonormée directe). Alors :

) )

U et U sont colinéaires <= & A U = 0.

&2 N N UANY = —r — —

(2) Pour tout (7, V) € &2, le vecteur @ A U est orthogonal & U et & AV = (ugv3 — ugvz) @ + (ugvr — u1vs) j + (urvz — ugve) k
7. En particulier :

U2V3 — U3V2
(UAV)- U =0 e (CAT) V=0 Les coordonnées de @ A ¥ sont donc | wusgvy — ujvs
U1V — UV1

(3) Soit (W, V) € &2 tel que || =|7||=1et W L V.
Alors (W, W, A V) est une base orthonormale directe de g

Proposition. Antisymétrie du produit vectoriel : Pour tout (7,7) €
&2,

UNT =—(UAT).
Bilinéarité du produit vectoriel : Pour tout (7, ¥, @) € &3 et tout A € R,

ADAT =AMUAT) e (C+NDANT=UAT+T AT
UANAND)=NUAY) et UANT+W)=UAT+UANT.

Exercice 4. Déterminer le produit vectoriel des vecteurs U =i+ j et
U =2+ ]+ 3k.




4 Produit mixte dans l’espace orienté Interprétation géométrique du produit mixte :

] [7, o, ﬁ] | = volume du parallélépipede engendré par U, U, .

Définition. L’espace étant orienté, on appelle produit mizte ou

déterminant des vecteurs @, U et W, et on note [, ¥, W] le réel :
(W, 7, W)= (LAY W

Remarque : Cette définition dépend de I'orientation de I'espace fixée.

Exercice 5. Déterminer ;,5, 2 — j + 3E] .

|

On remarque que : ) .
Démonstration.

(@, 7, W] =0 sietseulementsi (dAV) @ =0
si et seulement si (W AV) LW

si et seulement si  , U et W sont coplanaires.

Proposition. Les vecteurs i, ¥ et W sont coplanaires si et seulement si

(7,7, ] = 0.

Proposition. Antisymétrie du produit mixte : Le produit mixte de trois
vecteurs est changé en son opposé lorsqu’on échange deux vecteurs.

Par exemple,
(W, 7, W] =—[&, 7, d].
Trilinéarité du produit mixte : Pour tout (7,7,@2,7) € &4 et tout

AeR:

£,V W] =AW, 7, W], [C+Z,7, 0] =[u,V, @] +[Z,7, 7],
(WY, W] =\, 7, W], [«,7+7Z, 0 =[u,7,d]+ [, 7, 7],
(W, T\ =\, 7, W], [«, 7,0 +7Z]=[u, 7,8+, 7, 7Z].




Expression du produit mixte dans une base orthonormale di-
recte :

Soit (7,7,?) € &3 de coordonnées 7(u1,u2,u3), 7(1}1,1)2,@3),
- = —
W (wy, we, w3) dans (i, j, k).

uy v w1
[, 7, W] :det(???)(ﬁ,ﬁ,ﬁ) =| uz v wo
o us v3 w3

Le déterminant de la famille (W, ¥, ) dans la base (
indépendant de la base orthonormée directe choisie.

Démonstration.

5 Plans et droites de &

& est muni d’un repére orthonormal direct R = (O, Z, f, /2) Dans la suite,
les coordonnées des points de & sont données dans le repere R, et celles
des vecteurs de & dans la base (Z, 7, k).

5.1 Plans de &

A. Définition

Définition. Soit & une partie de &. On dit que &2 est un plan de & si
et seulement s'il existe A € & et (U, ¥) € &2 non colinéaires tels que 2
est 'ensemble des points M vérifiant

—
AM = \ii + v, avec (A, p) € R%

Les vecteurs u et ¥ sont appelés vecteurs générateurs de ﬁ

Il existe différents modes de définition d’un plan :

1. Un point et deux vecteurs non colinéaires définissent un plan :

Soit A € & et (U, V) € £2 non colinbaires.
Le plan & passant par le point A et engendré par les vecteurs 4 et

7 est 'ensemble des points M de & tels que les vecteurs AM, 4 et ¥

sont coplanaires :
[4M, %, 7] =0.

A K

&

2. Un point et un vecteur normal définissent un plan :

Soit Ac &et € ? non nul.



Le plan & passant par le point A et orthogonal a 7 est 'ensemble

des points M de & tels que les vecteurs AM et 7 sont orthogonaux :

AM -7 =0,

=l

3. Trois points non alignés définissent un plan :

Soient A, B,C € & non alignés.
Le plan & contenant les points A, B et C, aussi noté (ABC), est

—
I’ensemble des points M de & tels que les vecteurs AM, zﬁ et @
sont coplanaires :

(A0, 48, 4¢] —o.

B. Représentation paramétrique d’un plan de &

Proposition. Soient A = (x4,y4,24) un point de & et i, ¥ deux vecteurs
non colinéaires, tels que 7(u1,uQ,u3) et 7(1}1, V2, V3).

Le plan & passant par A et engendré par # et ¥ admet comme
représentation paramétrique :

T = TA+wWA+ULp
y = yat+ush+uop ; (\p) € R
z = zpa+usA+usp

Réciproquement, tout systeéme de cette forme représente un plan & de &,
dont on connait un point A = (z4,y4,24) et deux vecteurs générateurs :

U = (u1,ug,us) et U= (vy,ve,0v3).

P

Exemple. Le systeme

= 1+2\+p
y = A—pu s (A ) € R?,
z = 2+4u

est une représentation paramétrique du plan ...



C. Equation cartésienne d’un plan de &

Proposition. Soit 77 = (a, b, ¢) un vecteur non nul.
Si & est un plan de & orthogonal a 77, alors il existe d € R tel que

ar+by+cz+d=0

soit une équation cartésienne de & dans R. Réciproquement : soit
(a,b,c,d) € R* tel que (a,b,c) # (0,0,0), 'ensemble des points de &
dont une équation est axr + by + cz + d = 0 est un plan orthogonal au

vecteur 7 = (a, b, c).

Iﬁ(a, b, c)

i

U xM(z,y, 2)

P

Exercice 6. Déterminer une équation cartésienne du plan & passant par
le point A = (1,0, —2), orthogonal a 77 = (1,2, 3).

10

D. Méthodologie : « Passer d’une représentation paramétrique a
une équation cartésienne >

On note & le plan dont une représentation paramétrique est :

r=14+A+p
y=—1+22+pu (\p)€R2
z=143X

Déterminer une équation cartésienne de &.



E. Méthodologie : « Passer d’une équation cartésienne a une F. Position relative de deux plans
représentation paramétrique > N
Soit (ﬁ, n' ) € &2 non nuls. Soient & et ' deux plans de & tels que &
Déterminer une représentation paramétrique du plan P dont une équation

N / N
cartésienne est 2z — y + z = 3 dans R. orthogonal a 7t et &’ orthogonal a n'.

Définition. Les plans & et &’
sont paralléles si et seulement si 77 —
et n/ sont colinéaires, si et seule- "
ment si l:l
- Zs
nAn' =0. ! Ln
&
Les plans & et &’ sont sécants si E?
et seulement si 77 et n/ ne sont pas
colinéaires, si et seulement si T _
y/ n
nAn #0. b
iz
Les plans & et &2’ sont perpendi- =
culaires si et seulement si 77 et n/ ] > n/
sont orthogonaux, si et seulement 7
si
ii-nl =0,
Kz

11



Exemple. Soit ABCDEFGH un cube. Les plans (ABC) et (FGH) sont
paralleles. Les plans (EFG) et (BGH) sont sécants et leur intersection est
la droite (GH). Les plans (ABC) et (DGH ) sont perpendiculaires.

E H

B C

Proposition. L’intersection de deux plans de & est soit vide, soit une
droite, soit un plan (s’ils sont confondus).

12

5.2 Droites de &

Définition. Soit Z une partie de &. On dit que Z est une droite si et

seulement si il existe A € & et @ € & \ {0} tels que 2 est 'ensemble des

points M de & vérifiant
—
AM =tu, avecteR.

Dans ce cas, Z est la droite passant par A et dirigée par .

£




A. Représentation paramétrique d’une droite de &

Proposition. Soient A = (24,y4,24) un point de & et ¥ = (uy,ug, us)
un vecteur non nul.

La droite % passant par A et dirigée par U
représentation paramétrique :

admet comme

r = xa+urt
y = yatust ;teR.
Z = za+ust

Réciproquement, tout systeme de cette forme représente une droite de
&, dont on connait un point A = (x4,y4,24) et un vecteur directeur

’LTZ (ul,UQ,U3).

w(uy, ug, uz)

A(za,y4,24)

13

B. Systéme d’équations cartésiennes d’une droite

Proposition. Soit 2 une droite de &. Il existe (a,b,c,d) € R* et
(a',b,c,d) € R* avec (a,b,c) # (0,0,0) et (a/,V',¢) # (0,0,0), tels
que

ar+by+cz+d=0
drx+Vy+dz+d =0

soit un systeme d’équations cartésiennes de 2 dans R.

C. Méthodologie : < Passer d’une représentation paramétrique a
un systeme d’équations cartésiennes d’une droite >

Déterminer un systeme d’équations cartésiennes de la droite & passant par
A= (1,-1,1) et dirigée par 4 = (1,2, 3).



14

D. Méthodologie : <« Passer d’un systéme d’équations cartésiennes
a une représentation paramétrique d’une droite >

Déterminer une représentation paramétrique de la droite

2x — =3
9 - r—y+z
3r—2=2



E. Position relative

POSITION RELATIVE DE DEUX DROITES

On note Z la droite passant par A et dirigée par @ non nul, et 2’ la droite
passant par A’ et dirigée par @’ non nul.

Les droites 2 et 2’ sont :
® s0it cozolanaires

si |AA" @,/ =0),
(s |44 30| =0)

soit non coplanaires

(s [14.2.] £0)

Si Z et 2’ sont coplanaires, alors
elles sont :
e soit paralléles (si UANu = 0),

—

e s0it sécantes (si anu #* 0)

15

Les droites 2 et 2’ sont dites or- E————H
thogonales si et seulement si U et r G
u’ sont orthogonaux, si et seule-
ment si
. A D
i-u =0.
B ~C
Elles sont dites perpendiculaires E———H
si elles sont sécantes et orthogo- r G
nales.
A D
B C

Remarque. Deux droites perpendiculaires sont orthogonales, mais la
réciproque est fausse.

Proposition. L’intersection de deux droites de & est soit vide, soit un
point, soit une droite (si elles sont confondues).




POSITION RELATIVE D’UNE DROITE ET D'UN PLAN

Soient & une droite de & de vecteur directeur # non nul et & un plan de
& orthogonal a 7 non nul.

La droite & est paralléle au plan E H
P si et seulement si @ L 71, si et
. F G
seulement si
Y —
u-n=0. A]n ............... D
BY C
La droite Z est sécante au plan E H
P si et seulement si I3 G
-1 #0.
_>
AL
BY C
La droite Z est perpendiculaire au E————H
plan & si et seulement si 4 et 77 r G
sont colinéaires, si et seulement si
T —
uAn=0. A]n ............... D
B C

Proposition. L’intersection d’une droite et d’un plan de £ est soit vide,
soit un point, soit une droite.

16

5.3 Distances et projetés orthogonaux

A. Distance d’un point & un plan de &

Définition. Soient & un plan de & et M un point de &. On appelle
distance du point M au plan & et on note d(M, &) la plus petite distance
entre M et un point de &2. Le théoréeme de Pythagore assure que

d(M, 2) = MH,

ou H est le projeté orthogonal de M sur &.

M

d(M, 2)

G

H

£

&

Théoréme. Soient & un plan de & d’équation ax + by +cz +d =0 et
M = (zpr,ynr, 2zar) un point de &. Alors :

_axar + bya + cza + d

N T aT:

Exemple. Déterminer la distance du point M = (1,2,3) au plan
P:rx+2z2-5=0.



B. Méthodologie : <« Déterminer le projeté orthogonal d’un point
sur un plan >

Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point
M =(1,2,3) sur le plan & : z+2z—5=0.

17

C. Distance d’un point a une droite de &

On considere la droite Z de & passant par A et dirigée par 4 non nul.

Soit M € &. On rappelle que la distance du point M a la droite &, notée
d(M, 2), est la plus petite distance entre M et un point de Z et donc que

d(M,2) = MH,

ou H est le projeté orthogonal de M sur Z.

On a AM = AH + HM. Done AM A = (AH + HM) A= HM A et
|AM Al = [[HM|||@]]. D’ou
—
AM A
oo, ) = el
u

Exemple. Déterminer la distance du point M = (1,0,1) a la droite &
passant par A = (1,—1,1) et dirigée par 4 = (1,2, 3).



D. Méthodologie : <« Déterminer le projeté orthogonal d’un point
sur une droite >

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point M = (1,0,1)
sur la droite & passant par A = (1,—1,1) et dirigée par @ = (1,2, 3).

18

6 Spheres

& est muni d’un repére orthonormal direct R = (O, 1, 7, E)

Définition. Soient 2 € & et r un réel strictement positif. On appelle
spheére de centre et de rayon r ’ensemble des points M de & tels que

QM =r.

6.1 Equation cartésienne d’une sphere

Proposition. Soient 2 € & et r un réel strictement positif. On note
(a,b,c) les coordonnées de 2 dans R. Une équation cartésienne de la
sphere . de centre €) et de rayon r est :

(r—a)+ (y—b)?%+ (2 —c)® =12

Proposition. Soit (a,b, c,d) € R*. On note A I’ensemble d’équation

22 +y? 4+ 2% — 2ax — 2by — 2cz +d = 0.

Alors A est une sphere, un point ou le vide.




Exercice 7. Décrire I’ensemble A des points de & dont une équation
cartésienne est :

1A 224+ 92 +22+42 -2y —20=0.

2. A 22+ P+ 22420 —224+3=0.

Coa2 2 2 5 _
3A ¥ty +2*—x+3y+3 =0

19

6.2 Sphere définie par son diametre

Soient A(x4,y4,24) €t B(xp,yB, 25) deux points distincts de &.

Proposition. On considere .# la sphere de diametre [AB]. Soit M € & :
A B
Me < MA-MB =0.
Une équation cartésienne de la sphere . est donc

(x —za)(x—2B) + (y —ya)(y —yB) + (2 — 24)(2 — 2B) = 0.

54

Exemple. Soient A et B deux points de & de coordonnées (0,—1,1) et
(—2,1,1). Déterminer une équation cartésienne de la sphére . de diametre
[AB].




6.3 Intersection d’une sphere et d’un plan

Proposition. Soient 2 € & et r > 0. On appelle .¥ la sphére de centre
Q et de rayon r. Soit & un plan de &.
On note H le projeté du point 2 sur le plan &2.

Sid(Q, Z) > r, alors S

SN =0;

Si d(Q2, Z) =r, alors

S0P = {H)

ou H est le projeté orthogonal de

Q) sur A. Z

Sid(Q, Z) < r, alors

SNP =%,

ou ¥ est le cercle inclus dans
& de centre H et de rayon Z

V12— d(Q, P)2.

20
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