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Un chapitre, un mathématicien

Il fallait probablement étre un peu fou pour
pouvoir imaginer que tous les ensembles infi-
nis n’ont pas le méme nombre d’éléments, pour
définir des entiers infinis, les ordonner, et méme
les additionner. Georg Cantor était ce fou-la, et
ses idées révolutionnaires n’ont pas manqué de
détracteurs.

En 1874 parait au Journal de Crelle une note
de quatre pages ou Georg Cantor, alors agé
de vingt-neuf ans et jeune professeur a I'uni-
versité de Halle, établit la dénombrabilité de
I’ensemble des nombres algébriques et la non-
dénombrablité de ’ensemble des nombres réels.
Cet article est révolutionnaire car, pour la
premiere fois, linfini est considéré non plus
comme une limite inatteignable mais comme un possible objet d’investiga-
tion. L’héritage de ce travail est extraordinaire : non seulement il marque
la naissance de la théorie des ensembles — en fait une théorie de I’infini
— mais il contient déja en germe le probleme du continu qui a occupé
toute la fin de la vie de Cantor et a été et continue d’étre le moteur du
développement de cette théorie.

Georg Cantor
(1845-1918)

Mathématiques
Chapitre 12 : Ensembles et dénombrement
1 Reécurrences
1.1 Principe de récurrence
On introduit pour tout n € N, une assertion P,.
Si :
e Py est vraie (Initialisation)
e pourtout n €N, P, = P,y1 (Hérédité)
Alors pour tout n € N, P, est vraie.
Initialisation : Hérédité
Le premier domino La chute du nigme domino
tombe entraine la chute du (n+1)iéme
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Suggestion de lecture : Cantor et les infinis - Patrick Dehornoy - Bib-
num : http://journals.openedition.org/bibnum/890

Deux infinis différents sont en fait de méme taille — Kevin Hartnett — Pour
la Science — 23/10/2017

TSI1 - 2023/2024

Conclusion : Tous les domincs vont tomber....



http://journals.openedition.org/bibnum/890

Rédaction

Etapes Rédaction
On introduit P, Pour tout n € N, on pose P, : ...
On vérifie Py Py est vraie car ...

Soit n € N tel que P, est vraie
On vérifie Vn € N, P, = P11

donc P, 41 est vraie.

Conclusion Le principe de récurrence assure que

pour tout n € N, ...

Exercice 1. Soit (uy)nen la suite réelle telle que ug = 2 et telle que pour
tout n € N, up+1 = 2uy, — n.
Montrer que pour tout n € N, u,, =2" +n + 1.




Remarque. Soit ng € N*. On peut démontrer qu’une propriété P, est vraie
pour tout entier n > ng de la facon suivante :

Etapes Rédaction

On introduit P, Pour tout entier n > ng, on pose
P, :

On vérifie Py, P, est vraie car ...

Soit n = ng tel que P, est vraie
On vérifie Vn > ng, P, = P41

donc P41 est vraie.

Conclusion Le principe de récurrence assure que

pour tout entier n > ng, ...

Exercice 2. Montrer que pour tout entier n > 4, n! > n2.




1.2 Autres schémas de récurrence
A. Récurrence finie

Soit n € N fixé. Montrer que pour tout p € [0,n], P, est vraie.

Etapes Rédaction

On introduit P, Pour tout p € [0,n], on pose P, :

On vérifie Py P, est vraie car ...

On vérifie que Soit p € [0,n—1] tel que P, est
vraie

Vpe[0,n—1], P, = P11

donc P41 est vraie.

Conclusion Le principe de récurrence assure que

’pourtoutpe [0,n], ‘

Exercice 3. On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 2.

Montrer que pour tout p € [0,10] et tout = € R,
100 o,

I = o




B. Récurrence double

Etapes Rédaction

On introduit P, Pour tout n € N, on pose P, : ...

On vérifie Py et P; Py et Py sont vraies car ...

On vérifie que Soit n € N tel que P, et P,11 sont
vraies

VneN, P, et Poy1 = Ppyo

donc P, 42 est vraie.

Conclusion Le principe de récurrence assure que

’pourtoutnGN,

Exercice 4. On considere la suite (uy,)pen définie par :

up=1letu =2
Vn € N, upto = 3unt1 — 2uy.

Conjecturer et démontrer I'expression du terme général de la suite (uy,)nen-




C. Récurrence forte

Etapes Rédaction

On introduit P, Pour tout n € N, on pose P, : ...
On vérifie Py Py est vraie car ...

On vérifie que Soit n € N tel que Py, Pi,...,P,

sont vrales
YneN, Py, Pr,...,P,= Pyt1

donc P, est vraie.

Conclusion Le principe de récurrence assure que

pour tout n € N, ...

Exercice 5. Soit (up)nen la suite définie par

ug =1
Vn €N, Uppr =ug+ -+ un-

Montrer que pour tout n € N, u, € N.




2 Applications

Définition 1. (Application) Soient E et F' deux ensembles.
Une application f de E dans F' est une relation qui associe a tout
élément de E un unique élément de F :

f:E—F.

Définition 2. (Image directe - Image réciproque)

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application. Soient A C E
et BCF.

On appelle image directe de A par f et on note f(A) I'ensemble des
images par f des éléments de A :

f(A) ={f(z)|x e A}.

Iei A= {a,b} et f(A) = {1,2}.

On appelle image réciproque de B par f et on note f~1(B) I’ensemble
des antécédents par f des éléments de B :

f7Y(B)={x € E|f(x) € B}.

Ici B={2,3} et f~1(B) ={a,c}.

Remarquons que f(A) C Fet f~1(B) C E.

Exercice 6. Soient f: R — R, A=[-1,1] e B=]0,2].

x = a2

Déterminer f(A) et f~1(B).



Définition 3. (Injection - Surjection - Bijection)
L’application f : E — F' est dite injective si tout élément de F' admet au
plus un antécédent par f :

V(.Z‘l,l‘z) e F x E, f(.)?l) = f($2) < I1 = I9.

L’application f : E — F est dite surjective si tout élément de F admet
au moins un antécédent par f :

Vy e F, 3z € E, f(z)=y.

L’application f : E — F est dite bijective si tout élément de F' admet
exactement un antécédent par f :

Vye F, dlz € E, f(zx)=uy.

Remarque. Une application est bijective si et seulement si elle est a la fois
injective et surjective.

Exemple. L’application précédente n’est pas injective par 2 admet deux
antécédents par f : a et b. Elle n’est pas surjective car 3 n’admet pas
d’antécédent par f.

Définition 4. (Application identité) Soit E un ensemble.
On note Idg et on appelle application identité de E ’application :

Idg: E — FE

r = X

3 Les ensembles finis

3.1 Présentation

L’idée de base du probleme est simple : on dit qu’'un ensemble E est fini
lorsqu’il est vide ou que ’on peut compter ses éléments, c’est-a-dire établir
une bijection entre E et une partie de N de la forme {1,...,n}, avecn € N*.
Cette partie, notée [1,n], correspond aux numéros des éléments de E.

Définition 5. Soit £ un ensemble non vide.

On dit que F est fini si et seulement s’il existe n € N* et une bijection
entre E et [1,n].

Si E est fini, I'unique entier naturel non nul n tel qu’il existe une
bijection entre E et [1,n] est appelé cardinal de E et noté Card(E).
Par convention, ’ensemble vide est dit fini de cardinal 0.

Notations : Card(E), |E|, #E.

Théoréme 1. Soient E et F' deux ensembles finis de méme cardi-
nal. Soit f une application de E dans F'.
Alors :

f est injective si et seulement si [ est surjective

si et seulement si  f est bijective.




3.2 Opérations sur les ensembles finis et cardinaux

Dans cette partie, ¥ désigne un ensemble fini a n éléments :

Card(E) = n.

A. Partie d’un ensemble fini

Définition 6. On dit que F est inclus dans F, et on note F' C E, si tout
élément de F' est élément de E :

VreF, x € E.

On dit aussi que F' est un sous-ensemble ou une partie de F.

Théoréme 2. S7 F' C E, alors
Card(F') < Card(E).

Si F C E et Card(F) = Card(E), alors F = E.

B. Intersection

Définition 7. On appelle intersection de deux ensembles A et B, et on
note A N B, 'ensemble des éléments qui appartiennent a la fois & A et a
B :

reANB<+<xcAetxcB.

Deux ensembles A et B sont dits disjoints lorsque leur intersection est
vide :
A et B disjoints <= AN B = 0.

Dans ce cas, la réunion de A et de B est notée A U B.

Théoréme 3. Soient A, B C E.
Alors l’ensemble AN B est fini et

Card(A N B) < min (Card(A), Card(B)) .




C. Union D. Complémentaire

Définition 8. On appelle union de deux ensembles A et B, et on note Définition 9. Soit A C E. On appelle complémentaire de A dans E et on
AU B, I'ensemble des éléments qui appartiennent & A ou & B : note g A, E'\ A ou A, 'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent
pas a A :
re€ AUB<=azecAouzxeB. teE\A<sazcFEetzdA.
Union disjointe Théoréme 6. Soit A C E. Alors l’ensemble E'\ A est fini et

Théoréme 4. Soient A, B C E deux parties disjointes de E : Card(E \ A) = Card(F) — Card(A).

ANB=0.
Alors ’ensemble AL B est fini et

Card(A U B) = Card(A) + Card(B).

Remarque. Soient E un ensemble et Ai,..., A, n parties finies de FE,
deux a deux disjointes. Alors ’ensemble Ay LI --- 1 A, est fini et

Card(A U---UA,) = Card(A;) + - - - + Card(Ay,).

Union quelconque

Théoréme 5. (Formule du crible) Soient A,B C E. Alors l’en-
semble AU B est fini et

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

Exercice 7. Déterminer le cardinal de 'union de trois parties finies A, B
et C' d’'un ensemble F.
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E. Produit cartésien

Définition 10. Soient E et F deux ensembles. On appelle produit
cartésien de E et F, et on note F x F, I’ensemble des couples (z,y)
tels que x est élément de E et y élément de F :

(r,y) e EXF <=z € FetyckF.

Remarque. Cette définition se généralise par récurrence. On peut alors
définir le produit cartésien de n ensembles Eq, Es> ..., E, :

(xl,xg,...,xn)€E1><E2><---><En<:>x1EElethEEget ... xp € B,

On notera E™ 'ensemble E X --- X E .
—_—

n fols

Théoréeme 7. Si E et F sont deux ensembles finis, alors E X F est
fini et

Card(E x F') = Card(E) x Card(F).
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F. Ensemble des parties d’un ensemble fini

Définition 11. Tous les sous-ensembles d’un ensemble E constituent un
nouvel ensemble appelé ensemble des parties de E, et noté Z(E) :

P(E)={F | FCE}.

Exemple. Soit E = {a,b, c}. Déterminer & (E).

Théoréme 8. Si E est un ensemble fini, alors l'ensemble Z(E) est
fini et
Card(Z(E)) = 2",

ot n = Card(F).




4 Dénombrement

Dans cette partie, ¥ désigne un ensemble fini a n éléments :

Card(E) = n.

4.1 p-uplets ou p-listes d’un ensemble fini

Définition 12. (p-listes / p-uplet) Soit p € N*.

Une p-liste ou p-uplet d’éléments de E est une suite de p éléments
ordonnés de E. Une p-liste induit donc une notion d’ordre.

Un 2-uplet d’éléments de E est appelé couple d’éléments de E.
Un 3-uplet d’éléments de E est appelé triplet d’éléments de E.

Remarque. Une p-liste de E est un élément de EP.

Exemple. Enumérer tous les triplets de E = {a,b,c,d} .
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Théoréme 9. Soit p € N*. Le nombre de p-listes d’éléments de E est

égal a

Exercice 8. 1. On lance trois fois un dé en notant, dans 'ordre, la
valeur obtenue a chaque lancer. Combien y a-t-il de résultats pos-
sibles ?

2. Un cadenas possede un code a 3 chiffres, chacun des chiffres pouvant
étre un chiffre de 1 & 9. Combien y a-t-il de codes possibles?



4.2 p-listes d’éléments distincts de F Théoréme 10. Soit p € N tel que p < n. Le nombre de p-listes
d’éléments distincts de E est égal a

Exemple. Enumérer tous les triplets d’éléments distincts de
E ={a,b,c,d}. n!
(n—p)!

=nxn—-1)x---x(n—p+1)

Exercice 9. 1. Une course oppose 20 concurrents. Combien y a-t-il de
podiums possibles ?

2. Un comité est constitué d’un président, d’un vice-président, d’un
trésorier et d’un secrétaire. Combien peut-on élire de comités dans
une association de 30 membres 7
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4.3 Permutations d’un ensemble fini

Définition 13. (Permutation) Soit F un ensemble fini.

On appelle permutation de E toute bijection de E dans lui-méme.

Remarque. Une permutation de E est une n-liste de FE.

Exemple. Enumérer toutes les permutations de E = {a,b,c}.
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Théoréme 11. Le nombre de permutations de E est €gal a

’n!:nx(n—l)x---x2x1

Exercice 10. 1. Combien y a-t-il de classements possibles a l’issue
d’une épreuve sportive qui oppose 10 athletes ?

2. Combien y a-t-il d’anagrammes du mot < LISTE > 7



4.4 Parties d’un ensemble fini Théoréme 12. Soit p € N tel que p < n.
Le nombre de parties a p éléments de E est égal a
Exercice 11. Enumérer toutes les parties a 0,1,2,3,4 éléments de
E ={a,b,c,d}. (n) B n!

p)  pln—p)|

Notation : Pour tout (n,p) € N? tel que p < n, on note (Z) =

(Z) se lit < p parmi n >.

Exercice 12. 1. Combien y a-t-il de mains de 5 cartes possibles avec
un jeu de 32 cartes?
2. Combien y a-t-il de poignées de main échangées dans un groupe de
10 personnes (toutes les personnes du groupe se saluant de cette
fagon) 7
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Proposition 1. Soit (n,p) € N? tel que p < n, Théoréme 13. (Formule du binéme de Newton) Pour tout (a,b) € C? et
tout n € N,

<Z> N <n?j p>' (a+b)" = kznjo <Z> a*prF,

Proposition 2. Soit n € N*,

()

p=0

Proposition 3. (Formule de Pascal) Soit (n,p) € N? tel que p <n —1,

) ()-0)

P
S0 1 2 3 4 5
0|1
11 1

4 1 4 + 6 4 1
I

Triangle de Pascal
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