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Chapitre 17 : Espaces vectoriels

Premiere partie : Espaces et sous-espaces vectoriels

1 Définitions et regles de calcul

Dans ce chapitre, K =R ou C.
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Définition 1. Un K-espace vectoriel, ou un espace vectoriel sur K, est un
ensemble non vide E dont les éléments s’appellent des vecteurs et qui est
muni de deux opérations + et -, la somme de vecteurs et la multiplication
d’un vecteur par un scalaire, vérifiant un certain nombre de propriétés.

Pour tousz,y € £ ,x+y € E.
Pour tous A e Ketx € E, \-x € E.

Notation : (E,+, ).

Les regles de calcul sont les suivantes :

Pour tous z,y e F,onax+y =y + x,

Pour tous z,y,z € E,ona (z+y)+2z=x+ (y+ 2) et ce vecteur
est noté z + y + z,

Il existe un vecteur de E appelé vecteur nul et noté Op tel que
pour tout x € E, x + O = x,

Pour tout z € F, il existe un vecteur de FE, appelé opposé de z et
noté —z, tel que z + (—z) = Og,

Pour tout z € E,onal -z =z,

Pour tout z € E et tous \,p e K,ona A+ pu) - z=\-z+ pu-x,
Pour tout € E et tous \,p € K, ona (A\u) -z =X (u-x),
Pour tous x,y € F et pour tout A € K;ona A-(z+y) = A-z+\-y.

Mathématiques
Espaces vectoriels de référence
(E,+,°) Og
(K,+,-) 0
0
(K™, +,-) avec n € N* Ogn =
0
Le vecteur nul
(RN, +,-) Ogr = (0,0,...)
L’ensemble des suites réelles La suite nulle
0 --- 0
(Mn,p(K)a +, ) OMn,p(K) =
0 --- 0

L’ensemble des matrices a n lignes
et p colonnes a coefficients dans K

La matrice nulle a n lignes et p co-
lonnes

(K[X], +,-)
L’ensemble des polynomes a coeffi-
cients dans K

OK[X} =0
Le polynoéme nul

(Z(I,R),+,-) avec I C R non vide,
aussi noté (RY, +,-)

L’ensemble des fonctions I — R

I —- R
zr — 0

OzR) :

La fonction nulle définie sur I a va-
leurs dans R




(E7+7') OE

Oy(AJK): A — K

(#(A,K),+,-) avec A C K non
vide z = 0

L’ensemble des applications de A | L’application nulle définie sur A a
dans K valeurs dans K

2 Sous-espaces vectoriels

Définition

Combinaisons linéaires d’un nombre fini de vecteurs

Définition 2. Soient 7)_1), e ,v—>n et W des vecteurs d'un K-espace vecto-
riel.

S’il existe Ay € K tel que W = )\11)_{, alors on dit que le vecteur W est
colinéaire au vecteur W

S'il existe A1,..., A, € K tels que W = M0j + -+ + Ayon, alors on dit
que le vecteur W est combinaison linéaire de 7, . .. ,1;70.

Définition 3. Soient (E,+,-) un K-espace vectoriel.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :

1. FCE,

2. 0gp eF,

3. pour tous z,y € F,x+y € F,

4. pour tout x € F et tout A e K, A-z € F.

Proposition 1. Soit E un K-espace vectoriel.

Tout sous-espace vectoriel de E est un K- espace vectoriel.

Exemple.

1
Xz( g),carY:2X.

est une combinaison linéaire des vecteurs

2
1. Le vecteur ¥ = ( 2) est colinéaire au vecteur

2. Le vecteur Y = (%)
Xi=(g)etXo=( 1) cary =2X + X

3. Le polynéme P = 1 — 2X? est une combinaison linéaire des po-
lynomes Py =1, P, = X et Py = X?, car

P=1xFP+0xP—2xP,.

Les sous-espaces vectoriels fournissent de nouveaux et nombreux exemples
d’espaces vectoriels.

Exemple. 1. Les parties {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de

E.

2. Soit I un intervalle de R. L’ensemble des fonctions continues (res-
pectivement dérivables) de I dans R est un sous-espace vectoriel de
(Z(I,R),+,-). C’est donc un R-espace vectoriel.

3. L’ensemble des suites convergentes réelles est un sous-espace vecto-
riel de (RN, +,+). C’est donc un R-espace vectoriel.

4. L’ensemble des matrices diagonales d’ordre n est un sous-espace
vectoriel de (M,,(K),+,-). C’est donc un K-espace vectoriel.

Remarque. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel de F n’est pas un
sous-espace vectoriel de F.




Exemples de sous-espaces vectoriels

Exercice 1. On note F' est ’ensemble des solutions du systeme

r+2y+32=0
r—y—2=0

d’inconnue (z,y,z) € R3. On a
F={(zy,2) eR¥|z+2y+3z=0etz—y—2=0}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de (R3, +,-).

Plus généralement :

Proposition 2. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene
a coefficients dans K a p inconnues est un sous-espace vectoriel de
(KP, +,-).

Exercice 2. On note 77 l’ensemble des solutions définies sur R de
I’équation différentielle

Y +zy=0 (H).
Montrer que .7 est un sous-espace vectoriel de (#(R,R), +,-).

Plus généralement :

Proposition 3. L’ensemble des solutions sur un intervalle I d’une
équation différentielle linéaire homogéne est un sous-espace vectoriel de
(y(IaR)a +, )

Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vec-
teurs

Proposition 4. Soient E un K-espace vectoriel et 0,..., 00 des vecteurs
de F.
On note Vect(v_f, .. ,v_n>) l’ensemble des vecteurs qui sont des com-
binaisons linéaires de v_f, . ,v_n> :

Vect(v_1>,...,v_n>) :{)\111—1>+~-+)\nv_>n avec A1, ..., \p € K}.
Alors Vect(v_f, . ,v_n>) est un sous-espace vectoriel de E. On 'appelle le
sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs v_f, .. ,ﬁ.

1 0
Exemple. 1. Dans R3, Vect 8 , (1) est le plan d’équation
z=0.

2. Dans R[X], Vect(1— X, X?) est 'ensemble des polynomes de la
forme a(1 — X) + bX?2, avec a,b € R.

Exercice 3. Soit F = {(z,y,2) € R*|z — 2y + 2 =0} .

2 -1
Montrer que F' = Vect (( é ) ,( (1) )) .

Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition 5. Soit £ un K-espace vectoriel. Si F' et G sont des sous-
espaces vectoriels de E, alors FF'N G est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque. La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en
général un sous-espace vectoriel de F.



Somme de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 6. Soit E un K-espace wvectoriel. Soient F et G des
sous-espaces vectoriels de FE.

On note F+G Uensemble des vecteurs 7 € E qui s écrivent Z = ?4—7,
awec ¥ € F ety €@ :

F+G={7+7Y | T ecFetyecG}.

Alors F + G est un sous-espace vectoriel de E. On ’appelle la somme de

F et G.

Proposition 7. Si F = Vect(Z1,...7,) et G = Vect(yi, ..., ,), alors

F+G:Vect(ﬁ,...,x_)n,y_f?...,y_p)).

Exemple. Dans R[X], si F = Vect(1,X) et G = Vect(X?), alors
F+G = Vect(l, X, X?)

= {a+bX +¢X?, avec (a,b,c) € R3}

= Ry[X].
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Deuxieme partie : Familles finies de vecteurs

Dans ce chapitre, K =R ou C et E est un K-espace vectoriel.

1 Indépendance linéaire

Familles libres

Définition 1. (Famille libre) Soient zi,...,z, € E. On dit que les
vecteurs x1,...,%, sont linéairement indépendants (ou encore que les
vecteurs x1, ..., T, constitue une famille libre) si pour tous Aj,..., A\, €
K, on a I'implication

Ainsi la famille {z1,...,z,} est libre 8’il n’y a qu’une seule fagon d’écrire
le vecteur nul comme combinaison linéaire de 1, ..., z,.

Une famille constituée d’un seul vecteur & € E est dite libre si et seulement
six # 0g.

Exercice 1. Montrer les assertions suivantes :

1. Dans (R2,+, -), les vecteurs ( ? > et ( 1 > constituent une

famille libre.

2. Dans (R[X],+,-), les polynémes P, = 1, P, = 1+ X et
P; =1+ X + X? sont linéairement indépendants.

3. Dans (M3(R),+,-), les matrices suivantes constituent une famille
libre :

10 -1 0 11
a=(o 1) m=(5 1) we=(51)

4. Dans F(R,R), les fonctions cos et sin sont linéairement
indépendantes .

Proposition 1. Toute famille de polynémes non nuls a coefficients dans

K de degrés échelonnés (de degrés deux a deux distincts) est libre.

Exemple. 1. La famille (1, X, X?) est libre.
2. La famille (1 — X, 1+ X + X2, 1 — X + X*) est libre.

Remarque. Attention la réciproque est fausse : une famille libre de po-
lynomes n’est pas nécessairement de degrés échelonnés.

Familles liées

Définition 2. (Famille liée) Une famille de vecteurs x1, ..., x, qui n’est
pas libre est dite liée. Dans une famille liée, il existe A1,..., A, € R non
tous nuls (c’est-a-dire qu’au moins 'un d’entre eux n’est pas nul) tels
que

)\1$1++>\nxn :OE

Exemple. Dans R?, la famille {( 1 ),( ; )} est liée car

(1) (5)=(0)



Dans R3, la  famille 2 1,10 est liée car
3 0
1 0 0
Ox| 2 J]+1x]| 0 ]=10
3 0 0

Plus généralement deux vecteurs de K" constituent une famille liée si et
seulement si leurs coordonnées sont proportionnelles.

Exercice 2. Dans R?, on considere les vecteurs

1 1 3
vi=1| 2 |, vo=|0 et v3=1| 2
3 1 5

Montrer que la famille {v1, v2, v3} est liée et déterminer une relation linéaire
liant ces vecteurs.

2 Famille génératrice

Définition 3. (Famille génératrice) Soient F' un sous-espace vectoriel
de F et x1,...,2, € F.

On dit que la famille {x1,...,x,} est une famille génératrice de F' (ou
encore que F' est engendré par les vecteurs z1, ... ,mn) si tout vecteur y
de F' s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs x1,..., T, :

Yy e F, 3(A1,..., ) € K",

y=MAx1+ -+ ATp.

Dans ce cas, F' = Vect(z1,...,zy).
Remarque. 1. Dans une famille génératrice, on peut échanger deux vec-
teurs :
1 1 1 1
Vect 0], 2 = Vect 2 1,1 0

2. Dans une famille génératrice, on peut retirer le vecteur nul :

1 0 1
Vect 11,1 0 = Vect 1
1 0 1

3. Dans une famille génératrice, on peut multiplier un vecteur par un
scalaire non nul :

2 -1 1 1
Vect 0], —2 = Vect 0], 2
4 -3 2 3

4. Dans une famille génératrice, on peut ajouter a un vecteur un mul-
tiple d’'un autre vecteur :

1 1 1 0
Vect 0|, 2 = Vect 0|, 2
2 3 V24—V2—V1 2 1

5. Ainsi, dans une famille génératrice, on peut supprimer (ou ajouter)
un vecteur qui serait combinaison linéaire des autres vecteurs.

1 2 3 1 2
Vect 11,101,111 = Vect 11,1 0
1 1 2 1 1

METHODOLOGIE : DETERMINER UNE FAMILLE GENERATRICE (DESCRIP-
TION PARAMETREE)

Exercice 3. Déterminer une famille génératrice des sous-espaces vectoriels
suivants :

1. Dans R? : on note

4a — b
F = 2a —b || (a,b) € R?
6a —b



2. Dans M3(R) : on note

o-{(z72?)

3. Dans R[X] : on note

(a,b,c) ER3}.

H={aX?+ (a—B)X*+2aX — B | (o, 3) € R*}.
METHODOLOGIE : DETERMINER UNE FAMILLE GENERATRICE

Exercice 4. Déterminer une famille génératrice des sous-espaces vectoriels
suivants :

1. Dans R? : on note

T
F = Y
z

eR}|z—y—z2=0etx+y—32=0

2. Dans M3(R) : on note
G={Me M3R)|AM = M A},
o4, (01
ou A= < 1 0o >
3. Dans R[X] : on note

H = {P e Ry[X]| P(1) = 0}.

3 Bases

Définition 4. (Base) Soient ey, ..., e, des vecteurs de E. On dit que
(e1,...,en) est une base de E si cette famille est a la fois libre et
génératrice.

METHODOLOGIE : DETERMINER UNE BASE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

Exercice 5. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants :

1. Dans R? : on note

T
F = Y
z

eR}|z—y—z2=0etx+y—32=0

2. Dans M3(R) : on note
G={Me M3R)|AM = M A},
. (01
ou A= ( 10 >
3. Dans R[X] : on note

H = {P e Ry[X]| P(1) = 0} .

Définition 5. (Coordonnées) Soit (eq, ..., e,) une base de E. Alors pour
tout vecteur z € E, il existe x1,...,x, € K uniques tels que

r=x1€1 + -+ xTpHEN.

Les scalaires x1,...,x, sont appelés les coordonnées du vecteur x dans
la base (e1,...,ep).
T

Notation : Si # = (e1,...,ey), alors Matg(z) =

Tn




Exemples usuels.

Base canonique de K" : Soient

1 0 0
0 1

er=1| |, =01, en=| :
: . 0
0 0 1

La famille Z = (eq, €9, . ..
de K.

,€n) est une base de K", appelée base canonique

x1 x
Mat 4 =
Tn Tn

Base canonique de K,[X] : La famille & = (1, X, X2,..., X™") est une base
de K,[X], appelée base canonique de K,,[X].

agp
a
Mat 4 (a() +a X+ -+ aan) =

Qn

Par exemple, la base canonique de Ro[X] est Z = (1, X, X 2) et
1
Matz(1 — X?) = 0
-1

Base canonique de M, ,(K) : L’ensemble des matrices élémentaires de
M, p(K) constitue une base de M, ,,(K).
Par exemple, on considere les matrices suivantes de My (K) :

0 1

1 0 0 0 0 0
E11—(0 0>, E12—<0 0), Em—(1 0>, E22—<0 1

Alors & = (E11, Er2, E91, E92) est une base de My (K).

).

3 2
5 6

vats (2 5)) -

Exercice 6. Dans R?, on considere les vecteurs

O Ot N W

1 0 1
v = 1 , U2 = 1 , U3z = 1
0 1 1
On note .Z la famille (v1,v2,v3) . Montrer que .# constitue une base de R?
2
et déterminer les coordonnées du vecteur v = | 3 | dans la base 7.
4

Exercice 7. Dans R[X], on considére les polynémes P, =1, P, =1+ X
et Py=1+X 4 X2

1. Montrer que la famille = (Py, Py, P3) constitue une base de Rao[X].

2. Déterminer les coordonnées du polynéme R = 3+ X + 2X? dans la
base A.
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Troisieme partie : Espaces vectoriels de dimension finie

Dans ce chapitre, K =R ou C et E est un K-espace vectoriel.

1 Dimension finie

Définition 1. Soit £ un K-espace vectoriel.
On dit que F est un espace vectoriel de dimension finie s’il admet une
famille génératrice finie.

Théoréme 1. (Théoréme de la base extraite)
On peut extraire de toute famille génératrice finie de E une base de E.

Corollaire 1. Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

METHODOLOGIE : EXTRAIRE UNE BASE D’UNE FAMILLE GENERATRICE.

Exercice 1. Dans R%, on considere les vecteurs suivants :
)

1 2 1 2 1

—1 1 2 3 1

v = o |"2= | 4 [ BT 4 [T o4 |t =]
1 ) -2 ) 1

On note Z la famille {vy, vy, v3,v4,v5} et F' le sous-espace vectoriel en-
gendré par . : F = Vect (v1,v2,v3,v4,v5). Extraire de .# une base de
F.

Solution.

Pour cela, on opere sur les colonnes de la matrice

12 121
11 231
Mat(F) = 0 4 —4 4 0
15 -2 5 1

On s’autorise trois types d’opérations sur les colonnes d’une matrice :
1. multiplier une colonne par un scalaire non nul :
Ci < )\CZ avec \ 75 0,
2. permuter deux colonnes :
C; & Cj,
3. ajouter a une colonne un multiple d’une autre colonne :

Ci <+ C;+ )\Cj.



Théoréme 2. (Théoréme de la base incompléte)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Exercice 2. Dans R?, on considere les vecteurs linéairement indépendants

0

1

1
1

V] = 1 et v9 =
1 1

Compléter la famille {v1,v2} en une base de R%.

Proposition 1. Supposons que E posséde une base formée de n wvec-
teurs, alors toute famille de p vecteurs avec p > n est liée.

Théoreme 3. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors
toutes les bases de E contiennent le méme nombre de vecteurs. Ce
nombre est appelé dimension de E et se note dim E.

Par convention, on définit la dimension de l’espace vectoriel {0} en po-
sant dim{0} = 0.

Dimensions des espaces vectoriels de dimension finie de
référence

E K-espace vectoriel | Base canonique Dimension
K™ K-espace vectoriel | = (e ..., e,) avec n
0
0
e] = ey = 0
0
0
ey =
0
1

E K-espace vectoriel | Base canonique Dimension
R3 R-espace vectoriel | # = (e, ez, e3) avec 3
1 0
e] = 0 ey = 1 et
0 0
0
e3=1 0
1
C R-espace vectoriel | & = (1,1) 2
K,[X] | K-espace vectoriel | & = (1,X,X2,...,X") n+1
M, p(K) | K-espace vectoriel | 8 = (E; ;) nxp
pour i € [1,n] et j € [1,p]
M, (K) | K-espace vectoriel | # = (E; ;) n?
pour i € [1,n] et j € [1,n]
Ms(K) | K-espace vectoriel | B = (E11, E12, Eo1, E92) avec 4

1 0
En =

0 0

0 1
Ep =

0 0

00
By =

1 0

00
Eog =

0 1




L’énoncé qui suit est utile lorsque 'on veut démontrer que des vecteurs
d’un espace vectoriel de dimension n forment une base :

Théoreme 4. Soit E un espace-vectoriel de dimension n.
Une famille libre de n vecteurs constitue une base de E.
Une famille génératrice de n vecteurs constitue une base de E.

Remarque. On peut énoncer ce résultat de la fagon suivante. Soit .# une
famille de n vecteurs dans un espace de dimension n. Alors les assertions
suivantes sont équivantes :

1. 7 est libre,

2. Z est génératrice,

3. Z est une base.
Exercice 3. 1. Dans R3[X], on considere les polynomes suivants :
Phb=1 P=1+4X P,=X+2X%? P;=1+ X3

Montrer que la famille .# = {Py, P;, P, P3} constitue une base de
R3[X].
2. Dans R3, on considere les vecteurs

u=(1,2,3),v=(1,1,1) et w = (0,0,1).
Montrer que la famille .# = {u,v,w} constitue une base de R3.

2 Sous-espaces vectoriels de dimension finie

Théoréeme 5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Si F' est un sous-espace vectoriel de E,
alors F' est de dimension finie et dim F' < dim E.

De plus, si F C E et dim F = dim F,

alors F' = F.

Théoréme 6. (Formule de Grassmann) Soit E un espace vectoriel de
dimension finie. Soient F' et G deux sous-espces vectoriels de E. On a

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).
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Soit F un K-espace vectoriel. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de
E.

Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 1. (Somme de sous-espaces vectoriels) On note F' + G l'en-
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Quatrieme partie : Somme de sous-espaces vectoriels en dimension finie
4.Siz=x+ye F+Get AeK, alors
Az = MNx+y)
= Ax + \y
er cq
et Az € F+G. O
Proposition 2. Si F' = Vect(z1,...xy) et G = Vect(y1,...,yp), alors

semble des vecteurs z € F qui s’écrivent z =x +y, avecx € F et y € G :

F+G={z+ytelsque z € FetyecG}.

On l'appelle la somme de F' et de G.

Proposition 1. F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. 1. F + G C E.
2.0pe F+G,car 0p =0+ 0g € F+G.
3.Siz=x+yet 2 =2’ +y appartiennent & F + G, alors
242 = (z+y) + (2 +y)
= z4+2+y+y
S~ ——

cF cG

et z4+2 € F+G.

F+G:Vect(:c1,..-,xmylw--vyp)'

Exemple. Dans R[X], si F' = Vect(1, X) et G = Vect(X?), alors

F + G = Vect(1, X, X?)
= {a—l—bX—l—cX2, avec (a,b,c) € R3}
= Ry[X].

Définition 2. (Somme directe) La somme F + G est dite directe (ou que
F' et G sont en somme directe) si tout vecteur de F'+ G s’écrit de maniere
unique comme la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G :

Pour tout z € F' 4+ G, il existe z € F' et y € G unique tels que z = = + y.

Notation : FF & G.

Exemple. Dans R[X], si F = Vect(1,X) et G = Vect(X?), alors F et G
sont en somme directe.



Proposition 3. On a :

FeG <— FNG={0}.

Exercice 1. Soient F' = {(x,y, 2)ER3, o t+y+z2= O}
et G = {(:U,y,z) eER?, z—y—2=0et 21‘—2:0}.
Montrer que F' et GG sont en somme directe.

Proposition 4. Soit (z1,...,x,) une famille libre de vecteurs de E. Alors
Vect(x1,...,xx) et Vect(xpiq,...,x,) sont en somme directe.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Exercice 2. Dans Mj,(R) : on note S,(R) l'ensemble des matrices
symétriques de taille n et A, (R) ’ensemble des matrices antisymétriques
de taille n. Montrer que

Sn(R) & An(R) = My (R).

Proposition 5. On a :

FoG=F <+ F+G=FetFnG={0}
— dim(F + G) =dim(F) et FNG = {0}

Définition 3. (Sous-espaces vectoriels supplémentaires) On dit que F' et
G sont supplémentaires, ou que F' est un supplémentaire de G, si tout
vecteur de E s’écrit de maniere unique comme la somme d’un vecteur de
F et d'un vecteur de G :

Pour tout z € F, il existe x € F et y € G unique tels que z =z + y.

Cette propriété se note I’ G = E.

Proposition 6. Soient (f1,...
de G.
Alors F' et G sont supplémentaires si et seulement si (f1,..., fp,91,---,9q)

, [p) une base de F et (g1,...,9q) une base

est une base de E.

Exemple. Dans R? : On note F' = Vect (( é )) et G = Vect << (1) )) .

X

Tout vecteur X = de R? s’écrit de maniére unique comme la somme

d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de G :

On a donc F ¢ G = R2.

Exercice 3. Soient

1 2 1
u=1 01|, v= —1 et w= 1
0 0 1

On note F' = Vect(u) et G = Vect(v,w). Montrer que F @& G = R3.




