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C. Scholl Mathématiques

Chapitre 4 : Pratique calculatoire et fonctions

1 Calcul de limites Définition. (Limite infinie en un point) Dire qu’une fonction f a pour

limite +o00 en a signifie que tout intervalle | M; +o0[ contient toutes les
1.1 Définitions valeurs de f(z) pour z assez proche de a. On note alors :
a. Limite d’une fonction en un point aljlj}(llf(x) = +00.
Définition. (Limite finie en un point) Dire qu'une fonction f a pour La droite d’équation x = a est appelée asymptote verticale a €.
limite ¢ en a signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢, contient Remargue. On définit de manire similaire lim f(z) = —oo.
toutes les valeurs de f(z) pour x assez proche de a. On note alors : T—a

al:lg}lf(x)zﬁ. Y r=1
Y
y=f(z)
—1
10 1 \\ x




e Limites a gauche, a droite : lim f(z) =4¢, lim f(z) =/ b. Limite d’une fonction a I’infini
T—a~ z—at

Définition. (Limite finie a l'infini) Dire qu'une fonction f a pour
Y limite £ en 400 signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢, contient

toutes les valeurs de f(z) pour x assez grand. On note alors :
y = f(z) Lm f(z)=¢
I La droite d’équation y = £ est appelée asymptote horizontale & €.
R e . Y
1+--------- :
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Remarque. On définit de maniere similaire lim f(x) = £.
T—>—00




Définition. (Limite infinie & U'infini) Dire qu’une fonction f a pour
limite 400 en 400 signifie que tout intervalle | M, +oo[ contient toutes
les valeurs de f(z) pour x assez grand. On note alors :

lim f(x) = +4oc.

T—-+00

Yy
y = f(z)
1 4+
0 /1
G
Remarque. On définit de maniere similaire
Jm f(z)=+co,  lim f(z)=-co et lim f(z)=—co.

1.2 Limites usuelles

Pour tout n € N*,

—0
lim 2™ = 400 et lim 2" = {
T—r—00 +OO

si n est impair

T—+00 si n est pair

Y
li =
oV = 00
y=vr

1
0| 1 T
y y = exp(w)

lim e* =0
r——00

lim e* = 400
r——+00

Iim Inz = —o0 I
z—0* 7

Iim Inxz =+ ,
r—+00 ,




1.3 Opérations sur les limites
a. Limite d’une somme

Le tableau suivant indique la limite de la fonction f 4+ g en a,
lii)n f(z) + g(x), lorsqu’elle existe :
x a

lim f(x)
. r—a feR +00 —00
lim g(x)
r—a
I eR L+ 0 +00 —00
+00 +00 +00 F.1I
—00 —00 F.I. —00

Exercice 1. Déterminer, si possible, les limites suivantes :

ajll)I-}I—loo\/E—i_;: ......................................................

b. Limite d’un produit

Le tableau suivant indique la limite de la fonction f x g en a,
liin f(x) x g(x), lorsqu’elle existe :
lim f(z)
. e >0 ] £<0 0 +oo —00
lim g(x)
T—a
>0 o o 0 +00 —00
<0 o o 0 —00 +o0
0 0 0 0 F.I F.I.
400 400 —00 F.I. +00 —00
—00 —00 ~+00 F.I. —00 ~+00

Exercice 2. Déterminer, si possible, les limites suivantes :

3 S
Tr—r—00

lim z— P
Tr——+00 f




c. Limite d’un quotient

!

On suppose que lim g(x) # 0. Alors la fonction 5 est définie au voisinage
T—a

de a. Le tableau suivant indique la limite de la fonction i, lim M,
9’ z5a 9(@)

lorsqu’elle existe :

d. Limite d’une fonction composée

Définition. (Fonction composée) Soient I, J et K trois intervalles de
R. Soient f: I — J et g:J — K deux fonctions réelles. On définit la
composée de f par g, notée g o f, par

Veel, (gof)(z)=g(f(x)).

lim f(z)
. r—a £>0 | £<0 0 +00 —00
lim g(x)
T—a
l L
l 14
+00 0 0 0 F.I F.I
—00 0 0 0 F.I. F.I.

. 20+ 1
lim =
z—+00 BT — 3

On obtient une nouvelle fonction go f: I — K.

Exercice 4. Déterminer ’expression des fonctions composées sui-
vantes :

_2$—1

1. Si f(z) 21 et



Théoréme. (Limite d'une fonction composée) Soient a,b, ¢ € R.

Si

lim f(z)=0 et lim g(x)=c.

T—a z—b

Alors
lim go f(x) =c.

Tr—ra

Exercice 5. Déterminer les limites suivantes :

. (1 . 1
lim sin{—), lim cos|—— et
r—+00 x T—r—+00 ln(:z:)

lim
T—>+00

VeT + z2.

1.4 Théorémes de comparaison

Théoréme. (Passage a la limite dans une inégalité) Soit a € R et f, g
deux fonctions qui admettent des limites finies en a.
Si

f(z) < g(x) au voisinage de a,

alors
lim f(x) < lim g(x).

Tr—a Tr—a

Remarque. Les inégalités strictes ne passent pas a la limite!

Si

fx) g(z) au voisinage de a,

alors
. TN
fm f() <] Jim o(@)




Théoréme. (Théoréme d’encadrement) Soient a € R et £ € R,
Si
f(z) < g(x) < h(z) au voisinage de a

et
lim f(z) = lim h(x) =,
alors

lim g(x) = ¢.

Tr—a

sinx
Exercice 6. Déterminer la limite de f(x) = en +00.
x




Théoréme. (Théoreme de comparaison) Soit a € R.

On suppose que f(z) < g(z) au voisinage de a.

e Si lim f(z) = 400, alors lim g(z) = +oo.
T—a T—a

e Si lim g(z) = —oo, alors lim f(z) = —oc.
r—a Tr—a

Exercice 7. Déterminer la limite de f(x) = = + cos(z) en +oc.



1.5 Croissances comparées

Au voisinage de l'infini, < les exponentielles 'emportent sur les puis-
sances, qui l’emportent sur les logarithmes >.

Pour tout n € N*,

Inx z"

lim — =0 lim — =0
rz—+oo M rz—+oo el

Remarque. Ce théoréme est encore vrai si ’on remplace n par « un réel
strictement positif.

Yy
y = exp(z)
Yy=x
y = In(z)
/1
1 X
1.6 Quelques limites & connaitre
In(1
i 20y, AR
z—0 xT z—0 T
v —1
T S R TG Bk
z—0 x z—0 x

Exercice 8. Déterminer, si possible,

lim e* —In(z) et lim e" —x.
T—+00 T——+00



2 Calcul de dérivées

2.1 Taux d’accroissement. Nombre dérivé. Tangente.

f(z) — f(a)
Tr—a
admet une limite finie lorsque x tend vers a, Dans ce cas, le nombre

dérivé de f en a est

Définition. f est dérivable en a si et seulement si

) — i F@) = (@)

T—a Tr—a
Equation de la tangente a ¢y au point d’abscisse a :

y = f'(a)(z —a) + f(a).

10

2.2 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction

Dérivée

flx)=2" mneN*

f() = nan!

f@)= =, nen

f(x) = sy

flz)=2", neZ*

fla)= va @ =5
F(x) = In(a) flw) =~
f(x) =e" fl(x) =¢"

f(2) = sin(x)

J'(@) = cos(a)

f() = cos(x)

J'(x) = —sin(x)

f(z) = tan(z)

cos(z)




2.3 Dérivées et opérations

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur I, u + v est dérivable
sur I et pour tout x € 1

[u(z) +v(@)] =o' (z) + v'(2).

Si u est dérivable sur I et si A est un réel, Au est dérivable sur I et
pour tout x €

(A xu(z)] =\ xd(x).

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur I, u X v est dérivable
sur I et pour tout x € 1

[u(z) x v(z)] =o' (z) x v(z) +ulz) x v'(x).

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur [ et si v ne s’annule pas

U
sur I, — est dérivable sur I et pour tout x € I
v

Si u est dérivable sur I et si f est dérivable sur u(I), f o u est
dérivable sur I et pour tout x € I

[f (u(@)]" = v'(2) x f' (u(2)).

On déduit de cette derniere formule le tableau suivant :

Fonction Dérivée
u(z)", neZzZr nu! (z)u(z)* 1
e ()
(=) 2¢/u(x)
eu(@) ul(aj)eu(x)
n (u(z v (@)
In (u(x) e
sin (u(z)) u'(x) cos (u(z))
cos (u(x)) —u/(z) sin (u(z))

11




Exercice 9. Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :
f@)=Bz-5% 5 g@)=Va2+r+1 ; hz)=sin2z+1).
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3 Calcul de primitives

3.1 Définition et résultats

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Une fonction
F est une primitive de f sur I, si et seulement si, elle est dérivable sur
I et

Vz eR, F'(x)= f(x).

Théoreme. Toute fonction continue sur un intervalle I admet des pri-
mitives sur I.

Théoréme. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F' une
primitive de f sur I. Toute primitive de f sur I est de la forme z +—

F(z)+ C,ou C € R.

Théoréme. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient
xg € I et yo € R. Il existe une unique primitive F' de f telle que

F(l‘o) = %0-



3.2 Primitives des fonctions

usuelles

Fonction Primitives
$n+1

flz)y=2" neZ\{-1} (x):n+1—|—0, CeR
fla) = F(z) = n(la]) +
@) = 5o Flz) = V& +C
f(z)=¢e" F(z)=¢e"+C
f(z) = sin(x) F(z) = —cos(z) +C
f(x) = cos(x) F(z) =sin(x) + C

3.3 Primitives et opérations

e Si f et g sont continues sur I et si F' et G sont des primitives sur [
de f et g respectivement, F' + G est une primitive de f + g sur I.

e Si f est continue sur I, si F' est une primitive de f sur I et si A est

un réel, AF est une primitive de Af sur 1.

13

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I dont la dérivée u’

est continue sur I, alors :

Fonction Primitives
u(l,)nJrl
flx) =d(@)u(x)”, neZ\{-1} | F(x)= 1 +C, CeR
o) = ) F(x) = n (ju(z)]) + €
flz) = 2“/%) F(z) = Ju(z) + C

F(z) =e"® 4+ C

F(z) = —cos (u(z)) + C

F(z) =sin (u(z)) + C

Exercice 10. Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1 f(z)=a%—222+42—1........
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3.4 Primitives et intégrales

Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a, b].

F(z)), = F(b) - F(a),

f;f(x) dz =

ol F' est une primitive de f.

Exercice 11. Calculer les intégrales suivantes :

(2% — 4z +3)dr et J= /x2+1




Théoréme. (Intégration par parties)
Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a; b],

b b
/ w(z)v' (z) de = [u(z)v(z))’ - / o (z)v(z) dz .

Exercice 12. A laide d’une intégration par parties, déterminer
I= fol retdx.
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