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Mathématiques

Chapitre 6 : Les nombres complexes

Un chapitre, un mathématicien

Le mathématicien, médecin, philo-
sophe et astrologue Jérome Cardan
est le fils d’un jurisconsulte. Il étudie
a I'université de Pavie puis a celle de
Padoue, ou il obtient son diplome de
médecin en 1526, et il s’installe & Mi-
lan ot il vit humblement en donnant
des cours de mathématiques. Admis
en 1539 au College des médecins, il
en devient le recteur et sa renommée
dépasse bien vite I'Italie. Il se pas-
sionne pour les équations de degré 3
et 4. Les nombres complexes naitront
de confrontations avec des opérations
impossibles comme les racines carrées
de nombres négatifs. Il est I’'un des premiers a en imaginer ’existence en
1545 dans son Artis magnae sive requlis algebraicus a 'occasion de la
résolution de I’équation (10 — z) = 40 dont il donne les solutions sous
la forme suivante :

5. p. B.m. 15 et 5. m. R. m. 15

(Pavie 1501 — Rome 1576)

que I'on peut lire
54++v—15 et 5—+—15

et fait observer que le produit de ces deux nombres donne bien 40
tout en reconnaissant que ’équation est, en toute théorie, impossible
a résoudre. Il demande au lecteur de faire preuve d’imagination et ap-
pelle ces nombres des quantités sophistiquées.

1 Le corps des nombres complexes

Définition 1. Il existe un ensemble C dont les éléments, appelés
nombres complexes, s’écrivent de maniére unique sous la forme
a + ib, avec a et b réels et i tel que

i’ =-1.

Cet ensemble est muni de deux lois 4+ et x qui lui conférent une struc-
ture de corps.

Les regles de calcul dans C sont données par :

(@ +1ib) + (c +id) (a+c)+i(b+d)
(a+1ib) X (c+1id) = (ac—bd)+i(ad + bc)

Lorsque z = a + ib est non nul, c’est-a-dire lorsque les réels a et b ne
sont pas tous les deux nuls, I'inverse de z est donnée par :

I a—ib
a+ib  (a+ib)(a —ib)
B a . b
_a2+b2_la2+b2'

Définition 2. Si z est un complexe, il existe un unique couple de réels
(x,y) tel que z = x + iy. Les réels x et y sont appelés respectivement
partie réelle et partie imaginaire du complexe z et sont notés :

r =Re(z) et y=Im(z).

Un nombre complexe de la forme iy avec y € R est appelé imaginaire
pur.



Exercice 1. Donner la forme algébrique des complexes suivants :

1. 2z = (3+51)(3 — V5i) 2. zg = (1+2i)

1 4 1+2i
= ——— . 4=
2 /3 T 12

3. z3

Exercice 2. Résoudre I’équation iz + 1 = 2 — z d’inconnue z € C.




Théoreme 1. (E”galité de deux complexes) Soient z et 2’ deux
nombres complezes.

e 2=0 <= Re(z)=0etIm(z) =0

o =2 <= Re(z) =Re(?) et Im(z) = Im(z')

Le plan complexe

On appelle plan complexe

un plan P rapporté a un iR

repere orthonormé (O, u, 7)

On peut représenter le z=x+iy
Yy

nombre complexe z = x + iy
par le point M de coor-
données (z,y).

Le point M est appelé image
de z, et réciproquement z est

appelé affixe de M. (0] € R

Si A et B sont deux points

d’affixes respectives z4 et zpg,

on appelle aussi affixe du vec-

teur AB le complexe zg — z4. —y B
Z=x—1y

L’axe (0,7) est appelé axe
des réels.

L’axe (O, V) est appelé axe
des imaginaires.

Conjugué d’un nombre complexe

Définition 3. Soit z = x + iy un nombre complexe, x et y étant des
réels. On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté z, défini
par :

zZ=ux—1iy.

Exercice 3. Déterminer I’ensemble des complexes z vérifiant

z+2iz = 1.



Proposition 1. Soit (z,2') € C?,

o Siz #£0, alors@:

|| wl

2 Le module d’'un nombre complexe

Définition 4. Soit z = x + iy € C, 2Z est un réel positif. On appelle
module de z le réel, noté |z|, défini par :

|z| = Vzz
Va2 + y?

Proposition 2. Soit z € C,

o Re(z)zz_;z et Im(z):Z;iZ

o zestréel <— z=273%.

e 2 est imaginaire pur < @z = —2Z.

Y z=ux+1iy
= VT
v
O
O|u T

Proposition 3. Soit z € C,

|2|=0 <= 2z=0 lz| = | — 2| = |Z|
[Re(2)] < |2] Im(2)] < [2]
iR
—zZ=—-x+iy Y z=ux+1iy
| —Z| E
| — 2| ]
—z=—x—1iy -y Z=u—1y




Proposition 4. Soit (z,2') € C?,

o |zxZ2|=]z| x|
o SizZ #£0, z :m.
2! | 2]

Proposition 5. (Inégalité triangulaire) Pour tous complexes z et 2’ :
|2+ 2| < |2 + |7
De plus, |z + 2'| = |z| + |2/| si et seulement si

2 =0 ou z = A2 avec A € RT.

Notons z 'affixe du vecteur 1@ et 2/ I’affixe du vecteur B? . Alors ’affixe
du vecteur /@ est z + 2.

C

Preuve.

|24+ 2| < |z + || = ‘z+z’|2 < (Jz] + ‘z")z
= (z+2) (2+2) <[P+ 202 |2] + |2
= 2i4 22 + 22+ 27 < 2P + 2] 12| + |z'}2
< |2|* + 2Re(z2) + ‘zlf < 2P+ 212 |¢] + ‘z’f
< Re(z7') < |27/].

De plus,

|z + 2'| = 2| + || <= Re(z?) = |27/|
<« zz/ e RT
— 2 =0o0uz=\avec A e RT.

On déduit de I'inégalité triangulaire que pour tous complexes z et 2’ :

Hz|—|z'H<‘z—z".




3 Arguments d’un complexe non nul

3.1 Ensemble U des nombres complexes de module 1

U={z€C, |z| =1}

3.2 Notation e

Soit 6 € R, on note

el = cosf + isin 6.

C’est un nombre complexe de module 1.

Réciproquement, si z € U, alors z = x + iy avec 2 + % = 1. Il existe
donc au moins un réel 6 tel que x = cosf et y = sinf, c’est-a-dire

2 =¢l?,

On en déduit que

U={e"|0eR}

Proposition 6. (Formules d’Euler)
Pour tout e R :

; elf 4 10 g olf _ p—i0
cos = —— et sinfl= ————
2 2i

Proposition 7. Pour tous 0 et ¢ réels :

o cill+p) — eieehp,

0

o ¥ =¢¥ = 0=0y2n].

Proposition 8. (Formule de Moivre)
Pour tout 0 € R et tout n € Z, on a :

I\ .
<619> :elnH

(cosf + isin )" = cos(nh) + isin(nb).

c’est-a-dire




Méthodologie : Linéarisation Méthodologie : Factorisation

Linéariser les expressions suivantes : sin?(z) et cos®(x).
Factoriser les expressions suivantes : sin(2x) et cos(x) 4 cos(3z).

(el* — e_im)2 sin(2z) = Im _ei%}

() e () = ()’

1
4
L =1Im _(cos(x) + 1sin(w))2}

N _% (e e 2) = Im [cos*(z) — sin®(z) + 2 cos(z) sin(z) x i
~1 (2cos(2x) — 2) = 2 cos(z) sin(x)

= - — %cos(Q:c)

On a
cos3(z) = e —1—2ei1 ’ cos(3z) = Re - i3x]
= <ei‘r + e*i‘”>3 = Re )3
(eix)f” 3 (eix)2 ot 4 3ei0 (e_ixf N (e_iz)3> _ Re [ (cos(@) + isin(a)) ?|

e i v i = Re [co () + 3 cos®(z) x isin(z) — 3 cos(z) sin’(z) — isin®(z)]
(e3 T 3)+3(e te )) = cos®(z) — 3 cos(z) sin?(z).
(2 cos(3z) 4+ 3 x 2cos(x))

/N

Donc

Il
.-lk\'—‘OO\HOOM—‘ | = ool —=r—
o .

cos(3z) + zcos(x).

cos(x) + cos(3z) = cos(z) + cos®(z) — 3 cos(z) sin? (x)
= cos(z) (1 + cos 2(x) — 3sin2(:p))
= 2cos(z) (2cos®(z) — 1) .




3.3 Arguments d’un nombre complexe non nul Exercice 4. Déterminer le module et un argument des nombres com-
g
plexes suivants :

Définition 5. Soit z = a +ib € C*. z1=1+1i 29 =1—+/3i z3 = —4+3i
On appelle argument de z tout réel 6 vérifiant
z = |z]el,
c’est-a-dire .
cos(f) = —
Igl
sin(f) = —
2|
Notation : arg(z) = 6 [27].
b M(z)
2]
o arg(z)
O| W a
Proposition 9. Soient z et 2’ deux complexes non nuls,
o arg(zx2z) = arg(z)+arg(z) [27]
1
o arg <> = —arg(z) [27]
z
e arg (i/) = arg(z) —arg(z’) [27]
z
o arg(z) = —arg(z) [27]




Théoreme 2. (Egalité de deux complezxes) Soient z un complexe, r >
0 etfeR.

Proposition 10. (Factorisation de 1 + %)
Soit 6 € R,
1+ el =2cos (g) el
et
. .0
1 —el% = —2isin (%) e'z .

Exercice 6. Déterminer le module et un argument du nombre complexe

i
z=1+¢"12.



Proposition 11. (Transformer acosz + bsin z)
Soient a et b deuz réels tels que (a,b) # (0,0).

On fixe
A= +a?+ b2

et 0 € R tel que

b
cosf = 4 et sinf =

Va? + b2 Va2 + b2’

Alors, pour tout x € R,

acosx + bsinz = Acos(z — 6).

Exercice 7. Résoudre dans R :

cosz +V3sinz = 0.
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3.4 Exponentielle complexe

Définition 6. Soit z = x + iy un nombre complexe, x et y étant
des réels. On définit I’exponentielle du nombre complexe z de la fagcon

suivante :
e = e%e

Proposition 12. Pour tout (z,2') € C?, on a :

! !
"7 =e* x e




4 Résolution d’équations dans C

4.1 Equations du second degré dans C

A. Racines carrées d’un complexe

Définition 7. On appelle racine carrée d’'un nombre complexe A, tout
nombre complexe z tel que

22 =A.

Proposition 13. Tout complexe non nul admet exactement deuz ra-
cines carrées oppposées.

Proposition 14. Soient r > 0 et 0 deux réels.

z= —\/?ei% ou z = \/;ei%.

<~

Exemple. Les racines carréesde 4 sont : ........... ... ... ... .. .....
Les racines carrées de —3 sont @ ...
Les racines carrées de 2€'3 SONt & ..ttt

Les racines carrées de i sont :
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Méthodologie : Déterminer les racines carrées d’un nombre
complexe sous forme algébrique.

< Résoudre 22 = a + ib > ou encore < déterminer les racines carrées du
complexe a + ib >.

On cherche z sous la forme z = x + iy.

P=a+ib = (z+iy)’=a+ib
—= (@ —yH+2yi=a+ib
|22 = |a+ib| (Module)

— Re(z?) = Re(a +ib) (Re)
Im(22) = Im(a+ ib) (Im)
?+y? = Va2+2 (1)

< ;1;2 — y2 = a (2) .
2xy = b (3)

(1) + (2) permet de déterminer 2.

(1) — (2) permet de déterminer y>.
On obtient quatre couples de solutions possibles. On en élimine deux
en utilisant (3).

Exercice 8. Déterminer les racines carrées de A = 3 — 4i.
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B. Résolution d’une équation du second degré dans C
Considérons ’équation
az?+bz+c=0 (E)

ott (a,b,c) € C3 et a # 0.

Proposition 15. Les racines de az? + bz + ¢ sont

) ; _ —b+d
2a 2= 2a

zZ1 =

ot 62 = A = b% — 4ac.

Cas particuliers :

e SiIAN=0,21 =2 = 5—5’ : on parle de racine double.
e Sia,b,c sont réels et A > 0, les racines sont réelles.

e Si a,b,c sont réels et A < 0, les racines sont complexes

conjuguées : z1 = za.

Démonstration. On met le trindbme sous forme canonique :
b\> ()
z+— | — | =— :
< + 2a> <2a>

b\? §\?
a4+ bz4+c=0 <— <z+2> —< > =0
a

az’+bz+c=a

2a
(:>(2+b—5><z+b+6):0
2a  2a 2a  2a
<:>Z—_b+5ouz:_b_6.
2a 2a




Exercice 9. Résoudre dans C I’équation 22 + 2z +1 = 0.
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Proposition 16. (Relations coefficients-racines)
Soit (s,p) € C2.
z1 et zo sont les deux
21+ 22 = . 5. .
{ <= racines de ’équation
21 X 29 = 2
2z —sz+p=0.

Exercice 10. Résoudre le systeme

21+ 29 = —1
Z122:1 ’

d’inconnue (21, 29) € C2.




4.2 Racines n-iémes

Soit n > 2 un entier.

Définition 8. Soit A un complexe non nul. On appelle racine n-iéme
de A, tout nombre complexe z tel que

2= A.

Les racines n-iemes de 1 sont appelées racines n-iemes de 1’unité.
Ce sont les complexes z tels que

2" =1.

Proposition 17. Soit n € N*. On note U,, l’ensemble des racines
n-iémes de l'unité.

_ [ aiEE
U,=4¢€ n, ke[0,n—1] ;.

Il existe exactement n racines n-iemes de l'unité.

Uy

14




Proposition 18. Soient r > 0 et 0 des réels, 0 € R.

Le complexe e’ admet exactement n racines n-iémes distinctes :

. 1 (0 4 2kn
2 =rdl — zz?“"el(”+ ")

avec k € [0,n — 1]

Exercice 11. Déterminer et représenter les racines cubiques de 8i, ainsi
que les racines quatriemes de 1 — i.
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Proposition 19. Soit w # 1 une racine n-iémes de 'unité. Alors

i
L

WF=l+tw+w?+-+" =0
0

B
Il

En particulier, la somme des racines n-iémes de ['unité est égale a 0.

.o 1
Exercice 12. Soit w = e‘%. Calculer + .
14w 14 w?




5 Interprétation géométrique des nombres
complexes

5.1 Module et argument

Si A(z4) et B(zp) sont deux points plan,
HA‘B)H = AB = |z — z4]|

et

(7,@) = arg(zp — z4) [27].

Si A(za), B(zp), C(2¢c) et D(zp) sont quatre points du plan tels que
A#BetC#D,

(fé, cTﬁ) — arg (ZD_ZC> 2.

B — RA
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5.2 Interprétation géométrique de la somme

Translation de vecteur 7

Soit 7 un vecteur d’affixe b.

Définition 9. La translation de vecteur 7 est la tran;formation du
plan qui & tout point M associe le point M’ tel que MM' = V.

Proposition 20. L’ image du point M d’affize z par la translation de
vecteur V' est le point M' d’affize 2’ = z + b.

M(z
Vo)
= M'(z+ )
O @
Démonstration. V = W — b=z -2 < 2 =z+b. O

Remarque. La translation préserve les distances et les angles. C’est une
transformation qui n’admet pas de point invariant.



5.3 Interprétation géométrique du produit
Rotation de centre A et d’angle 6

Soit # € R et A un point du plan d’affixe a.
Définition 10. La rotation de centre A et d’angle 0 est la transfor-

mation qui & tout point M du plan associe le point M’ tel que

M =A si M = A,
s ——
AM' = AM et <AM,A ’) —0[2n] si M # A

Proposition 21. L’image du point M d’affize z par la rotation de
centre A et d’angle 0 est le point M' d’affize 2’ telle que
! i0 (

Zz—a=¢€"(z—a).

En particulier, si A= 0, 2/ = 2.

M’ (ze')
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Démonstration. Si M = A, alors 2/ —a = el x 0 = 0 donc 2/ = a et
M = A.

Si M +# A,

—
AM' = AM et (W, AM/) — 0 [2n]

, 7 —a
< |2/ —a|=|z—a| et arg = 0[27]
z—a
’ r
= |z azletarg<z a>:6[27r]
z—a z—a
e T _ g,
z—a

O]

Remarque. La rotation préserve les distances et les angles. C’est une
transformation qui admet un unique point invariant : le centre de la
rotation.



Homothétie de centre A et de rapport A

Soit A # 0 un réel et A un point du plan d’affixe a.

Définition 11. L’homothétie de centre A et de rapport A est la trans-
formation du plan qui & tout point M du plan associe le point M’ tel

i
que AM' = AAM.

Proposition 22. L’image du point M d’affixe z par ’homothétie de
centre A et de rapport \ est le point M’ d’affize 2’ telle que U

Z—a=M\z—-a).

En particulier, st A= O, 2/ = \z.

Homothétie de centre O et de rapport A = —%

—) _>
Démonstration. AM' = NAM <= 7z —a = Az — a). O

Remarque. Une homothétie préserve les angles, mais multiplie les dis-
tances par |A|. Une homothétie admet un unique point fixe : le centre
de I’homothétie.

Exercice 13. Soit f la transformation du plan complexe qui, & un point
— M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’. Déterminer la nature et les
éléments caractéristiques de f lorsque :

= M(z) 1. 2/ =243 —1, 2. 2 =2z +1, 3. 2 =iz +1.

Homothétie de centre O et de rapport A = 2
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