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Colle 24 - Groupes 4 et 8

Sujet 1
Exercice 1 On définit application f : R? — R par

1,2

o) = @ gt SOV F 00
0 si (fL‘,y):(O’O)

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. La fonction f admet-elle des dérivées partielles sur R? ?

Exercice 2 Déterminer les fonctions f : R? — R de classe ¢! vérifiant

On pourra utiliser le changement de variables (u,v) = (z + y, 2z + 3y) .

Exercice 3 Soit f: T — R définie par
f@,y) =ay(l—a—y)
avec T = { (z,y) e R?|z >0,y 2 0,2 +y < 1}.
1. Justifier que f admet des extrema globaux sur 7'
2. Déterminer les extrema de f.

Sujet 2

Exercice 1 Soient a,b > 0. On définit I'application f : (RT)
par

2 LR

a,b
_ Y
f('ray)_x2+y2'

Pour quelles valeurs de (a,b) la fonction f est-elle continue en (0,0) ?

Exercice 2 Déterminer les fonctions f : RT™ x R — R de classe ¢

vérifiant
of  of _

Exercice 3 Soit f: D — R définie par

flz,y) =y* — 2%y +2?

avec D = {(z,y) e R?|2? -1 <y <1 —2a?}.
1. Justifier que f admet des extrema globaux sur D.

2. Déterminer les extrema de f.
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Sujet 3
Exercice 1 On définit application f : R? — R par

@ =) (@) s wy) # 0,0
f(z,y) = {0 si (z,y) = (0,0).

Montrer que f est de classe €' sur R2.

Exercice 2 Déterminer les fonctions f : RT™ x R — R de classe %
vérifiant

(E)

Exercice 3 Soit ¢ un cercle de rayon 1. Quel est le périmetre maximal
d’un triangle dont les sommets sont sur %.
Indication : Soient z = € et 2/ = &P avec a,3 € R. Montrer que

2 — z = 2isin (ﬁ g a) 2% En déduire le module de 2’ — 2.
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Exercices supplémentaires

Exercice 1 On définit Papplication f : M3(R) = M3(R) par
VM € Ma(R), f(M)=AM — MA avec A= ( (1) . )

1. Montrer que f est linéaire.
2. Donner une base du noyau et de I'image de f.
3. Ecrire la matrice de f dans la base canonique.

Exercice 2 Soit n > 2. On note P,(x) le polynéme caractéristique de
la matrice

0 1 0 0
1

: . .. .01
o --- 0 1 0

1. Calculer Pj(x) et Py(z).
2. Montrer que pour tout n € N, on a Pp,42(z) = 2Pyy1(z) — Py ().

3. Pour tout x €] — 2,2[, on écrit x = 2 cos(a) avec a €]0, w[. Montrer
que
Po() = sin ((n + 1)a).
sin(a)
4. En déduire les valeurs propres de A,,. Est-elle diagonalisable 7

Exercice 3 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. On considere

ve(15 1)

. Quelle est la probabilité que M soit inversible 7

—_

. Quelle est la probabilité que 1 soit valeur propre de M 7

. Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable sur R ?

= W N

. Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable sur C ?



