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DM n°3

Equations différentielles & Géométrie élémentaire de 1'espace

Exercice 1. On considere les équations différentielles suivantes :

et
zy”" — 5z + 1)y + (6x +2)y =0 (Es)

sur l'intervalle ]0; +o0].

1. Déterminer a et b des réels tels que pour tout = €]0; +oo,

1 b
Tt =a+ —.
T T
Correction. Pour tout x > 0,
1 1
r+1l = 1 _ 141
T r

Alternative : On a

1 b
T =a+—- Vr>0 <= z+1l=ax+b V>0
x T
a=1
— par identification.
b=1
1 1
Conclusion. Pour tout z > 0, T =14+ —.
x T
2. Résoudre (E7) sur l'intervalle ]0; 400l
Correction. On a
, *+1

2y — (x+ 1)y =0 sur |0; +oo| < ¢ — y = 0 sur ]0; +o0[

T

1
=y - <1+m>y()sur]0;+oo[.

Ici a(z) = — (1 + 1). On pose A(z) = —z —In (Jz|).
x
On a y(z) = yg(z) = Ce 4@ = Cem (@) = Ce?en(®) = Cze” avec C € R.

0; R
Conclusion : .%(g,) = { J0; 400 — , Ce R}.

x = Cxe”
3. Pour tout x €]0; +00], on pose p(x) = e>*.

=e
Montrer que ¢ est une solution de (E2) sur ]0; +o0l.
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Correction. Pour tout = €]0; +o00],

zo"(z) — (5 + 1)’ (z) + (62 + 2)p(z) = 4xe®*™ — (52 + 1) x 2e** 4 (6 + 2)e?
= (4z — 2(52 + 1) + 6z + 2) €?
=0.

Conclusion : ¢ est une solution de (Es) sur ]0; +oo].
4. Soit u(z) une fonction deux fois dérivable sur ]0; +o0[.

On pose, pour tout z 6]0; —i—oo[7
Montrer que v(x) est solution de (Es3) si et seulement si u'(x) est une solution de (F1).
Correction. Pour tout z €]0; +o00],

u(x)e?”
v (96) (0'(z) + 2u(x)) e
= (u”"(z) + 4d'(z) + 4u(x)) e,

Ainsi

v(x) est solution de (Es)

— av'(z) — bz + 1)V (z) + (6x +2)v(z) =0 Vz >0

= z(u(z)+4d'(2) + 4u(z)) e* — (52 + 1) (W' (z) + 2u(z)) e** + (62 + 2)u(x)e** =0 Yz >0
<~ z(u'(x)+4u'(z) + 4u(z)) — (5x + 1) (' (z) + 2u(x)) + (62 + 2)u(zr) =0 Vr > 0

— au’(z) + (4o — 52 — 1) u'(z) + (4o — 102 — 2+ 62 + 2) u(x) = 0 Vo > 0

< au’(z) — (x + 1)u'(z) Vo > 0

<= u/(z) est une solution de (Ey).

5. Résoudre (E3) sur l'intervalle ]0; 4o0l.

Correction. On a

v(x) est solution de (F2) <= u'(z) est une solution de (FEy).
< u'(z) = Cze” Vz >0 d’apres Q2
<~ u(z)=C(x—1)e"+D Vx>0 (IPP)
< v(z) = C(z — 1)e* + De*” Ya > 0 car v(z) = u(x)e*”.
. 10; +o00[ — R
Conclusion : .Y,y = , (C,D)eR?}.
(E2) { x —  C(z —1)e3® 4+ De® ( )

Exercice 2. On considere le cube ABCDEFGH de coté 1 représenté ci-dessous :
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e — ----2C

Dans tout I'exercice, I’espace est rapporté au repeére orthonormal

R = (D: DA, D¢ D).

—

On note K le point de 'espace tel que FK = %ﬁ

6.

7.

8.

Montrer que les coordonnées du point K dans R sont (%, %; %) .
—
Correction. Les coordonnées de F' dans R sont (1,1,1) et celles de D sont (0,0,0). Comme FK = %ﬁ, on a

:L'K—l -1

1 -1 1
Yk — -3 ~
ZK — 1 -1
TK — 1= —% T — %
Dot ¢y —1=—% dedyg=2
ZK — 1= —% ZK = %
Montrer que les droites (FK) et (DF') sont orthogonales.
2-1 1
on. EK - DE 2 1,2 1 .
Correction. EK -DF = | -0 |- 1 | =—35+ 35— 3 =0. Les droites (FK) et (DF) sont donc orthogonales.
21 1

3
Calculer la distance FK.

Correction. EK = ||ﬁ(|| = \/(—%)2 4 (%)2 + (_%)2 - %

Soit M un point du segment [HG]. On note m = HM (m est donc un réel appartenant a [0; 1]).

9.

10.

Montrer que, pour tout m appartenant & I'intervalle [0; 1], le volume du tétragdre EM F D, en unité de volume, est

égal a %.

Correction.

v  ApaexHD _ Basexlgz:muteurXl _ BExmm
EMFD = B = 3 = 2 =3

Conclusion : Pour tout m appartenant & Uintervalle [0;1], le volume du tétracdre EMF D, en unité de volume,

foal s 1
est égal a ¢.
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11.

12.

13.

14.

Déterminer une équation cartésienne du plan (M FD).

1 0 1-m

—
Correction. On pose i, = ﬁ ANDM = 1 ANl m = -1
1 1 m

Une équation cartésienne du plan (M FD) est (1 — m)x —y + mz = 0.
On note d, la distance du point E au plan (M F D). Montrer que pour tout m € [0;1],

1
Ay = —m——--.
2m?2 — 2m + 2
3 _ G—m)zg—yp+mze| __ [(1-m)—0+m| __ 1
Correction. dpm = VI—mpP+(—1)2+m2  V2ZmP—2m+2  V2Zm?—2m42’

Déterminer la position de M sur le segment [HG] pour laquelle la distance d,,, est maximale.

Correction. d,, est maximale, si et seulement si d2, est maximale, si et seulement si 5 est maximale, si et

1
m2—2m-+2
seulement si 2m? — 2m + 2 est minimale. On pose

e: [0;1] — R
m —  2m? —2m + 2.

L’étude de la fonction ¢ (calcul de ¢’, étude du signe de ¢’, tableau de variations de ¢) montre que ¢ est minimale

: _1
lorsque m = 3.

Conclusion : d,, est maximale si et seulement si M est le milieu du segment [HG] .

En déduire que lorsque la distance d,,, est maximale, le point K est le projeté orthogonal de E sur le plan (M F D).
Correction. On suppose que d,,, est maximale. Dans ce cas, les coordonnées de M sont (0; %; 1).

K est le projeté orthogonal de E sur le plan (M FD) d’équation %x —y+ %z = 0 si et seulement si K € (MFD) et
ﬁ( est colinéaire a ﬁ% (%, —1; %) .

Ke(MFD)car} x2 -2+ 4x2=0ct EK = ~2i,.

On a montré que lorsque d,, est maximale, le point K est le projeté orthogonal de E sur le plan (M FD).

On note . la sphere de centre M et de rayon r = /2.

15.

16.

17.

Déterminer une équation cartésienne de ..
Correction. .7 : 22 + (y — m)? + (z — 1)? = 2.
On note M’ le projeté orthogonal du point M sur le plan (AFG). Déterminer les coordonnées du point M.
Correction. On note A la droite passant par M perprendiculaire au plan (AFG). Une représentation paramétrique
de A est :

r=0+0xt

y=m+1xt ,teR

z=1—-1xt

Une équation cartésienne de (AFG) est : y — 2z = 0.
Ty = 0
Comme M’ € AN(AFG),ona S yyr =m+t ,avect a déterminer, et ypr — zpr = 0. Done (m+1t) — (1 —1t) =0,

ZM/:].—t

: _1-m
1et——2 .

On en déduit les coordonnées de M’ : (0; HTm; HT"') .

Montrer que quel que soit m € [0;1], M’ appartient & une droite dont on déterminera un systéme d’équations

cartésiennes.
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18.

19.

Correction. Quel que soit m € [0;1], on a xp = 0 et yarr = zpr. M’ appartient & la droite dont une représentation
z=0

cartésienne est :
y—z=0

Déterminer l'intersection (AFG)N.~.
C s J\/[M/ _ .Z\/_[MI _ \/02 1-m)2 m—1\2 _ 1 1 2 _ 1-m
orrection. = I = +(52)" + (1) = ﬁ‘/( —m)? = -
Comme m € [0;1], on a toujours MM’ < /2. Donc (AFG) N .7 est le cercle inclus dans le plan (AFG) de centre
M’ et de rayon v/r2 — MM'? = \/2 — 7(1’2’”)2 = \/73””;*7”2.

Déterminer l'intersection (HG) N.~.

Correction. Une représentation paramétrique de la droite (HG) est

z=0
(HG) y=t (teR)
z=1
On a
rz=0 z=0
= —t
(r,y,2) e ( HG) NS <= Y = Y
2+ (y-—m)?+(z—1)2=2 (t—m)?=2
y=t y=t
e <
z=1 z=1
[t —m| =2 t=m++v2out=m—+2

z=0 =0
<~ y:m+\/§ ou y:m—\/i
z=1 z=1

Conclusion. (HG) N.7 est une paire de points : K (0,m 4+ v/2,1) et L (0,m — v/2,1).

Exercice 3. On munit & d’un repére orthonormal direct R = (O; ZJ, E) On note D la droite passant par O et dirigée

par @ = (1,1,1) et Q le plan d’équation : y + z = 0. On considére la famille de plans

Pm:x+my—mz=1,

oum € R.

20.

Montrer que quel que soit le réel m, la droite D n’est jamais perpendiculaire au plan P,,.

Correction. Soit m € R.

1 1
D1LP, < ul| 1 et o, m sont colinéaires
1 —m
< m=1letm=-1,
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21.

22.

23.

24.

25.

Ce qui est faux. On a montré par équivalence, quel que soit le réel m, la droite D n’est jamais perpendiculaire au

plan P,,.
Soit m € R fixé. Déterminer une équation cartésienne du plan R,, contenant D et perpendiculaire a P,,.
1
Correction. D C R, donc O est un point de R,, et u | 1 est un vecteur générateur de R,,. De plus R,, L P,
1
1
donc 7, m est également un vecteur générateur de R,,.
-m
1 1 —2m
On pose 11 = 1 | A m = 14+ m |. Le vecteur 77 est un vecteur normal de R,,.
1 —m m—1

Conclusion. Une équation cartésienne de R, est —2max + (1 +m)y + (m — 1)z = 0.
Montrer que pour tout réel m, l'intersection des plans P,,, R, et Q est un point I,, dont on déterminera les
coordonnées dans R.

Correction. On a

y+2=0
(,9,2) EQNPp NRy <= Sax+my—mz=1 (Gauss-Jordan)
=2mx+ (1+m)y+(m—-1)z=0
_ 1
T 1 om2
m
= =— 1+2m?2 #0).
Y= Taonr 1+ 2mT#0)
m
2=
1+ 2m?
Conclusion : Q N Py, N Ry = {I,n} ott Iy, est le point de coordonné ! m m
: ' N Ry = {I,,} ou I, est le point de coordonnées , ,— .
onetsion bot 1+2m2 1+ 2m2 1+ 2m?

On note S 'ensemble d’équation x2+y2+ 22 = . Montrer que S est une sphére dont on déterminera les coordonnées
du centre, ainsi que son rayon.

Correction. On a

2
1 1
Py + =1 = <x—2> +y 42t = T
1
5
Montrer que l'intersection de S et de Q est un cercle C dont on déterminera le centre et le rayon.

1 1
Conclusion : S est la sphere de centre ) (2, 0, 0) et de rayon r = \/; =

Correction. On a
lya — za

02+12+(71)2

d(Q,9) = =0<r.

1
On en déduit que Q2 € Q et que SN Q est le cercle C de centre €2 et de rayon 5 inclus dans Q.

Montrer que quel que soit le réel m, I, appartient a C.
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Correction. Soit m € R. Par définition I,,, € Q et

2 2 2
2 2 2 _ 1 m m 1
(@1 4 n )+ e, o= (155 ) + (13mmz) + (“139m2) ~ T35

1+m?+m? — (1+2m?)
1+ 2m2)?2

=0

donc I,,, € §. Ainsi I,,, € SN Q et donc I,,, € C.
Conclusion : Pour tout m € R, I,,, appartient a C.



