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Devoir a la maison n°4 — Correction

Exercice 1. Soit (uy), .y la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, Soit n € N, upiy — un = un +2 - —u} — Uy + 2 _
Uy + 4 Uy + 4
_ Bup +2 — (un — 1) (un +2)
Un+1*u7n+4. Un+4
or u, € [0,1], donc — (u, — 1) =20, (u, +2) > 0 et (u, +4) > 0.
+ Ainsi pour tout n € N, w41 — uy, = 0.

3
On définit f(z) = ;
graphique : 10 cm).

2 L
7 Su I'intervalle [0,1]. On note % son graphe (unité Conclusion : La suite (un) est croissante.

6. Que peut-on en déduire ? Déterminer lim w,,.
1. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

/ 3(z +4) — (32 4 2) 10 La suite (u,) étant croissante et majorée par 1, elle converge vers une
Pour tout = € [0,1], f'(x) = (z +4)2 = (z + 4)2 > 0. La limite finie ¢ d’apres le théoreme de la limite monotone : lim u,, = £.
fonction f est donc strictement croissante sur U'intervalle [0, 1]. On sait que pour tout n € N, u,, 1 = % Par passage a la limite, on
un +

2. En déduire que pour tout z € [0,1], f(z) € [0,1]. 3 +2

obtient { = ———, donc > +/ -2 =0, donc £ =1 ou £ = —2.
On constate que lorsque z € [0,1], f(z) € [3,1], or [5,1] C [0,1]. Ainsi 4 . o

De plus, pour tout n € N, 0 < u,, < 1, et par passage a la limite, on a
pour tout z € [0,1], f(x) € [0,1].

0<¢<1.Doul=1.

3. En utilisant € et la premiere bissectrice, placer les premiers termes de la Conclusion : limw, = 1.

suite (u,) sur Paxe des abscisses.
Question traitée en classe.
4. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1 (récurrence - on pensera a
utiliser la fonction f).
On pose H,, : "0 < u, <17.

Initialisation : HO est vraie car ug = 0. On considere la suite (Un)nEN définie par

Hérédité : Soit n € N. On suppose H, vraie et on montre H, ;. On
Up — 1
Up + 2

suppose que 0 < u,, < 1, donc f(0) < f(uyn) < f(1) car f est croissante VneN, o, =
sur lintervalle [0, 1], d’ot1 0 < % S upt1 < 1et Hyyq est vraie.
1.

Conclusion : Pour tout n € N, 0 < u,, < 7. Montrer que la suite (v,),, oy est une suite géométrique et déterminer l'ex-

5. Montrer que la suite (u,) est croissante. pression de v, pour tout n € N.
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Soit n € N,

Ainsi pour tout n € N, v,,41 =

. 2 . 1/2\"
deralsonq:getpourtoutnEN,vn:voxq" v, =—=|~=- .

Un4+1 =

Up4+1 — 1
Un+1 +2
3u, + 2 1

Uy +4
3u, + 2

Uy + 4 2

3wy, + 2 — (uy +4)
3ty + 24 2(uy, +4)
Uy, — 2

Su, + 10

Up — 1

vp,. La suite (v,,) est une suite géométrique

(G211 )

2\5

8. En déduire I'expression explicite de u, pour tout n € N.

Soit n € N,
Up — — ( + 2) 1
n — Un(Unp = Up —
Uy + 2
— un(vn - 1) = —(1 + 21),,,,)
1+ 2v,
< Up = — .
v, — 1
2 n
1+2v, 5

Pour tout n € N, u,, =

1

—v, 1 /2\"
1+=(Z=
+3(3)

9. Retrouver le résultat de la question 6.

2
On alimwv,, =0 car —1 < 3 < 1. Ainsi limu,, =

Exercice 2.

140

— =1
1-0
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Question 1a :

Par comparaison, on a

r——+00

Question 1b :

f est une fonction polynomiale dérivable sur R et en particulier sur l'intervalle
[0, 4+o00].

Pour tout x € [0, +oo[, f/(x) = % —1.

Soit x € [0, +o0],

@) =0 < a®—4=0

— r=—-2ouzx=2
= =2 car z € [0, +00]
T 0 400
f'(@) - +
1 +o00
f(x) ¢ e
1
3

Question 2a :

Application du théoreéme de la bijection :

f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [0,2], donc f réalise

1
une bijection de lintervalle [0,2] sur Uintervalle —3 1} (qui contient 0). I

existe donc un unique S € [0, 2] tel que f(8) = 0.

De méme, f est continue et strictement croissante sur l'intervalle |2, 4o0],
1

f réalise une bijection de l'intervalle ]2, +o00[ sur 'intervalle ]—3, +oo[ (qui

contient 0). Il existe donc un unique 7y €]2, +o0o[ tel que f(y) = 0.
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Conclusion : f s’annule exactement deux fois : une premiére fois en 8 qui appar- Question 3 :

tient & 'intervalle [0, 2] et une deuxiéme fois en v qui appartient a l'intervalle

12, +00].
Y
Question 2b :
3 ﬁ?)
Onsaitquef(ﬂ):o,doncEfﬂJrl:Oetdonc 1+E:ﬂ.
z = f(z)
Question 2c :
1
f(1)=0,08>0et f(1,2) ~ —0,06 < 0 donc | €]1;1,2[| 0 2
R BN - N ) o
3
De méme, f(2,7) ~ —0,06 < 0 et f(2,8) ~ 0,03 > 0 donc |y €]2,7;2,8[|.

Question 4a :

Question 2d :

@13

U1:1+

12 12

Récurrence : On pose H,, : uy, € [0, 8].

- 0 + ug = 1 donc ug € [0, 8] d’apres la question 2c. Hg est donc vraie.




Lycée Louis Vincent
C. Scholl

Soit n € N. On suppose H,, vraie.

0<u, <B=0<ud <p3® (car la fonction x— % est croissante sur
u3 ﬂB
= 0< -2
12 712
’LL3 ﬂB
= 1<14+2<1+—
BT 12 + 12
= 1< Uupy1 <P (d’apres le résultat de la question

Ainsi up4q € [1, 6], or [1, 8] C [0, 8], donc up,41 € [0, 8] et H,qq est vraie.

Conclusion : ‘Pour tout n € N, u,, € [0, 5] ‘

Question 4b :

3 3
u u
Pour tout n € N, un+1fun:1+1f;fun et fluy) = T;*un*i“l, donc

‘Pour tout n € N, wpp1 —un = flun). ‘

or u, € [0, 3] pour tout n € N (d’apres la question précédente) et f est positive
sur Uintervalle [0, 8] (d’apreés la question 2d). Ainsi pour tout n € N, w41 —
Up = f(u,) = 0.

Conclusion : ‘1& suite (u,) est croissante ‘

Question 4c :

On a montré que la suite (u,) est croissante et majorée par . La suite (uy,)
est donc convergente d’apres le théoreme de la limite monotone. On note £ =

lim u,, .

3

On sait que pour tout n € N, w17 =1+ —2 12 . Par passage a la limite, on a
A &

=1+ oL donc 2 — {4+ 1=0, cest-a-dire f(£{) = 0. Ainsi L = S ou l =~

(d’apres 2a). De plus w, € [0, 8] pour tout n € N, donc ¢ € [0, 8] par passage

a la limite. Finalement ¢ = (.

R

Db)

Conclusion : ‘la suite (uy) converge vers 3 |.

) Question d :

1t
17 def uln):

18 u=1

19 for i in range(@,n,1):
20 u=1+float {u*x3) /12
21 return u

22

23 N=int(input{“Saisir la valeur de N :

24 print("u("+str{N)+")="+str{u(N)}}
75

"))
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