Exercice 1

On considére les matrices a coefficients réels .

111 1 —-1-2 1 00
My={-1 1-1} , M,=|-1 1 2], 7I=01 0
{1-1 1) ~2 2 4 001

On désigne par E ensemble des matrices a M, + 5 M ,, ol a et b sont des réels, c’est 4 dire :
E={aM +bM,, (ab)eR|

1- a) Calculer .Miz, M? , MM, | M, M,. Vérifier que ces quatre matrices appartiennent 4 £,

b) Le produit de deux matrices quelconques de £ est-il une matrice de £7

-Scient aet bdeuxréels et M = q M, +bM2.

2- Montrer par récurrence que pour tout entier naturel # non nul, ona -
M" =3 M v 6 M,

’ i
3- Onpose S, = Z?%; M* avec 1a convention M° =1
0" -

a) Montrer qu'il existe deux réels o, et B, tels que S, = I +a, M) +8, A,

b) Montrer que les suites (a,,) et (8, ) convergent vers des réels a et P que on exprimera en
fonctiondea et b.
. 4 k X
On rappelle que pour tout x réel ©  lim Xo=e .
R0 £ty k!

On pose M =1+ M +BM,, cequi permet de définir M pour toute matrice A de £,

4- Soient M et M deux matrices de K.
Montrer "égalité MM = MM



PREMIER PROBLEME

5 =2 1 2 =2 1 1 00
On considére les matrices M=|2 0 2| N=}2 -3 2fetl=|(0 1 0
-1 2 3 -1 2 0 0 01

Premiere Partie

Soit f l'application linéaire de R* dans lui-méme dont la matrice est A dans la base canonique.

1. Soient X=(x,y,z) et X'=(x", ), z") deux éléments de R>. On suppose que l'ona X' = f(X).
Exprimer x’, y" et z' en fonction de x, yetz.

2. a) Déterminer le noyau de f c'est a dire le sous-espace vectoriel X de R* constitué des vecteurs
X vérifiant f(X) = (0, 0, 0). En donner une base et la dimension.
b) Déterminer le sous-espace vectoriel Ede R*® constitué des vecteurs f(X), pour X élément
quelconque de R . En donner une base et la dimension.

3. K et E sont-ils supplémentaires dans R*?

Deuxiéme Partie
Onpose: ¥V n EN, N™ = N"xN ; aveclaconvention N°=1
1. Vérifierque N2=-2N+31.
2. Montrer qu'il existe deux suites (u,) et (v,) telles que :

VnEN, N'=u,N+v,I et {u"”—
v

n+l = n

(On pourra procéder par récurrence.)

3. Soit 7 un entier naturel quelconque.
a)\,iVe'riﬁer larelation u,. + Vv, =u,+v, .
Q))/"En déduire quel'ona : w,.;=-3u,+ 1.

c) Démontrer que la suite (un - -1-) est une suite géomeétrique.
n €N

4. Exprimer u,,v,et N" en fonction de n.



LProbléme : Différentes méthodes de calcul des puissances d’une matricej

Tout au long de ce probleme, M désigne la matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels
définie par :

0
M=| 4 1 4 |,
4 0 5

et I3 désigne la matrice identité d’ordre 3, c’est-a-dire : I3 =

SO =
o = O
- O O

1. Une premiere méthode pour le calcul des puissances de M .

1
Considérons la matrice A définie par : A = Z(M —I5) .

1.1 Calculer A puis A2
1.2 Exprimer la matrice M en fonction de la matrice A.

1.3 Montrer que pour tout entier n appartenant a {0, 1,2}, il existe un réel u, tel
que : M"™ =15 + u, A .
Nous rappelons que : M® =15 .

1.4 Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel n, il existe un réel u,, tel
que : M" =15 + u, A .
La preuve mettra en avant la relation : ¥n € N, upy = —3u, +4 .
1.5 Considérons la suite (v,,) définie par : Vn € N, v, = u,, — 1.
1.5.1 Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera la

raison.

1.5.2 En déduire pour tout entier naturel n, une expression de v, en fonction de
n.

1.5.3 En déduire alors, pour tout entier naturel n, une expression de u,, en fonction

de n.

1.6 Pour tout n appartenant a N, en déduire une écriture matricielle de M"™ ne
faisant intervenir que 'entier n.

2. Une seconde méthode de calcul des puissances de M .

2.1 Montrer qu’il existe une unique matrice J appartenant a M3(R) telle que :
M=4J-3I3.
2.2 Calculer J?, puis pour tout entier naturel non nul n , J* .

2.3 Soit n un entier naturel non nul.

2.3.1 Enoncer la formule du bindme. Aucune preuve n’est attendue.

En remarquant que : (4J) x (=3I3) = (—=3I3) x (4J) , nous admettrons que
la formule du binome s’applique au développement de (4J — 3I3)™ .

2.3.2 Montrer que : M" = (=3)"I3 + (Z (Z) 4k(_3)n—k) J.

k=1

3/4 T.S.V.P.



2.3.3 Montrer que : Z (n) -3 =1 — (-3,
k=1 k
2.3.4 En déduire une expression de M" en fonction de n , I3 et J |
puis une écriture matricielle de M™ ne faisant intervenir que 'entier n .

2.4 Pour tout n appartenant a N | en déduire une écriture matricielle de M" ne
faisant intervenir que 'entier n .

4/4



4 —-15 3
On considere la matriceréelle A=| 1 -4 1
2 —10 3
I3 désigne la matrice identité de .#/5(R).
1. Onpose B = A - Is.
a. Calculer B2.
b. En déduire une relation entre A?, A et I.

2. On considere le polynéme P = X? —2X + 1. Déterminer les racines de
P.

3. a. Soit n € N*. Ecrire la relation de division euclidienne de X" par P
dont le reste sera noté R,,.

b. Déterminer R,,.
4. Déduire de ce qui précede 'expression de A” pour n € N*;

5. Proposer une autre méthode pour déterminer A”.
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Soit a et b deux nombres réels et n un entier naturel.

b
Calculer f (x—a)"(x-Db)"dx.
a



