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Devoir à la maison - S’entrâıner

Ce sujet contient deux exercices indépendants et un sujet de concours.

Exercice 1. On note

f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (−x+ y + z, −6x+ 4y + 2z, 3x− y + z) .

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2. On note B la base canonique de R3 et A la matrice de f dans la base B.
Déterminer A.

3. Montrer que f ◦ f = 2f.

4. Déterminer une base et la dimension de Ker(f). Interpréter le résultat.

Dans la suite, on pose u = (1, 2,−1).

5. En déduire le rang de f. Interpréter le résultat.

6. Déterminer une base de Im(f).

Dans la suite, on pose v = (1, 6,−3) et w = (1, 2, 1) .

7. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de R3.

8. On note F la famille (u, v, w).
Montrer que F constitue une base de R3.

9. On note P la matrice de passage de la base B à la base F . Déterminer
P, ainsi que P−1.

10. On note D la matrice de f dans la base F . Rappeler la formule de chan-
gement de bases et déterminer D.

11. Retrouver ce résultat en utilisant la définition de MatF (f).

12. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N, An = PDnP−1.

13. Déterminer l’expression explicite de An, pour tout n ∈ N.

Exercice 2. On note

f : R2[X] → R2[X]
P 7→ 2P − (X − 1)P ′.

1. Montrer que f est bien définie.
Indication : Il s’agit de montrer que si P = aX2 + bX + c ∈ R2[X], alors
f(P ) ∈ R2[X].

2. Montrer que f est un endomorphisme de R2[X].

3. On note B la base canonique de R2[X] et A la matrice de f dans la base
B. Déterminer A.

Indication : Calculer f(1), f(X) et f(X2). Utiliser la définition de
MatB(f).

4. Déterminer le rang de f. L’application f est-elle injective ? surjective ?
bijective ?

5. Déterminer une base de Im(f) et une base de Ker(f).

6. On note C =
(
1, (X − 1), (X − 1)2

)
. Montrer que C est une base de

R2[X].

7. On note B la matrice de f dans la base C . Déterminer B.

Indication : Calculer f(1), f(X − 1) et f((X − 1)2). Utiliser la
définition de MatC (f).

8. On note P la matrice de passage de la base B à la base C . Déterminer P
et P−1.

9. Quelle relation lient les matrices A, B, P et P−1 ?

10. Déterminer l’expression explicite de la matrice An pour tout n ∈ N.
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