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Mercredi 19 novembre 2025

DEVOIR SURVEILLE N°3 — Correction

Mathématiques

z
Exercice 1. Soient z; = v3 —iet 23 =1—1i. On pose z = ity
2o

1. Déterminer la forme algébrique du complexe z.

, n (VB3-i)(+i)  V3+1  VB-1,
Correction. z = — = . — = + i.
%9 (I-1)(1+1) 2 2
2. Ecrire sous forme exponentielle les complexes z1 et zs.

Correction. z; = 26715 et z9 = v/2e71%.

3. En déduire la forme exponentielle du complexe z.

2e~1% S xo o
Correction. z = a2 ir = \/ﬁe‘(_ﬁ+1) = /2el1z,
Z9 V2e 1%
4. En déduire les valeurs exactes de cos (%) et sin (%) .
. T Re(z) V3+1 V6 + V2 . T Im(z)
Correction. cos (—) = = = et sin (—)
|z] 22 4 12

||

12
V3—1 V6—-+2
22 4

11 5
5. En déduire les valeurs exactes de cos (77 et sin o
. 117 ™ ™
Correction. cos = cos (TI' - —) = —cos (—)

12
sin (T;) = sin (g - %) = cos (%) = M

Exercice 2. QCM (aucune justification n’est demandée)

6. Soit z = (3 —1) (5 + 3i). La partie imaginaire du nombre complexe Z est —4
(réponse a) :
2= (3—1)(5+3i) = 18 + 4i ot z = 18 — 4i.

2 3
7. La forme algébrique de l'inverse du nombre complexe z = 2 — 3i est 3 + 1—3i
(réponse ¢) :
1 2+ 3i 2 3.

c @ se+rs 1B 1B

8. Soit le polynéme P tel que P(z) = 23 —22% +22. Alors P(2i) est égal & 8 —4i
(réponse d) :
P(2i) = (21)? — 2(20)2 +2x 21 = —8i + 8 + 4i = 8 — 4i.

2 4
9. L’équation (—4 + 3i) z = 4 4 2i a pour solution —F = 5i (réponse ¢) :

4+ 2i
—4+31)z=4+2 = 2=
(=4 +3i)z +2i P= s

(4 4 2i) (—4 — 3i)

T Ay si) (43
. —lo—20i
Ay + 3
— z:—g—éi.
55

Exercice 3. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

10. Résoudre le systéme linéaire suivant d’inconnue (z,y, z) € R3 :

rT—2y—2z2 = =2
(S1) z+3y = 9
3z — 2z = 7
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Vérifier le résultat obtenu.

Correction.

] -2 -1 | - 1] -2 -1 | -2
1 3 0 | 9 |~ o 5 [1] ] 1

3.0 -2 | 7 0 6 1 | 13

[\

LQ(—LQ—Ll etL3<—L3—3L1

[v]=—-2+2y+2
[Z]=11 -5y = {[z]=1
[v]=2
Conclusion : (S1) admet une unique solution (3,2, 1).
3—-2x2-1=1 v

3+3x2=9 v

3x3-2x1=7 V

(9) =

Vérification :

Soit a un réel fixé. On considere le systeme linéaire suivant d’inconnue (z,y, z) €
R3 .

r — 2y + 3z =1
(S2) r + 3y — 2z =
2c + y + az = 2
11. Calculer det(Ss).
1 -2 3
Correction. det(Sz) =1 3 —2 - 3a+8+3—-18—(—2)—(—2a) =
2 1 a

5a — b.
Conclusion : ‘det(Sg) = ba — 5. ‘

12. Discuter, suivant la valeur de a, le nombre de solutions du systeme Sy
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Correction. Lorsque det(S2) # 0, c’est-a-dire lorsque a # 1, le systéme S
admet une unique solution. Lorsque det(Sy) = 0, c’est-a-dire lorsque a = 1,

le systeme Sy admet une aucune ou une infinité de solution(s).

13. Résoudre Ss lorsque a = 1.

Correction.
1 -2 3 |1 -2 3 |1
1 3 =2 | 1 |~ 0 5 =5 | 0
2 1 1| 2 0 5 =5 | 0
Lo Lo—Lyet Ly <+ L3—21,
-2 3 | 1
~1 o -1 | 0
0 0 0| 0
1
Lg%Lg—LgetLQ(—gLQ
Donc
[z]=142y -3z
(S2) = :z , 0 €R
z=a«
r=1—-«
= Jy=« , ac R
z=a«

Conclusion : (S2) admet une infinité de solutions dans le cas ¢ = 1. Son

ensemble de solutions est {(1 — o, a, ) [ € R}.

Exercice 4. LINEARISATION D’EXPRESSIONS TRIGONOMETRIQUES

Pour tout € R, on pose
f (x) = 8sin* ().
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14. Montrer que pour tout x € R, on a :

sin? (z) =

1 1
3 cos(4x) — 3 cos(2x) + %

Correction. On a

sin?(z)

(e4u 4e3l.L —1L+6621‘L —2ix 4elme—31:p+e—41:};)

)

[

(e41;c 4 e—4iz 4 (GQix 4 e—2iz) 4 6)

1
6

—_

1
6 (2 cos(4x) — 8 cos(2z) + 6)
L.
8

1 3
dx) — = 2 —.
os(4x) 2cos( x)+ 5

15. En déduire Pexpression d’une primitive F(z) de la fonction f(z).

Correction. Un primitive de f(x) = cos(4x) — 4 cos(2z) + 3 est

4 in(2
Fla) = smgl x) 4sm(2 x) 432
4
= SmEl 2) — 2sin(2x) + 3z.

Exercice 5. SOMMES ET NOMBRES COMPLEXES.

Soit m un entier supérieur ou égal a 2.

Pour tout k entier tel que 1 <k < n

{2km (2](371’) . . (2/{37'()
Zrp =€ n =cos| — | +1sm|—|.
n n

— 1, on note
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On introduit les sommes complexes suivantes :

n—1 n—1
S’n:sz et Tn:Zkzk.
k=1 k=1

16. Calculer Sy, S3, Ty et T3.

Correction. On a

27

zk—zl—eT:em:—l

2w

2z ax
zk—zl—|—22—e 5 el

=1

:Zkzk:zlz—

™ s4m

Zkzk—zl+222—eT+Qe‘T:71+ei4l—
k=1

17. Montrer que S,, = —1.
N

Indication : On rappelle que pour N € N et g € C\ {1}, qu =

k=0
Correction. On a

k=0
w' =1

= -1 avec w =¢€'n #£ 1
w—1

=-1 car w el?m =1

W]
\
\
|
\
o[%
w

N+1
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18.

19.

n—1 n—1
2k 2km
En déduire 1 1 tes d — t E in[ — .
1 dedulre les valeurs exactes de I;COS( n ) € 2 SIH< n )

= 2km s 2km
Correction. On a Zcos (n) = Re(S,) = -1 et Zsin (n> =
k=1 k=1
Im (S,,) = 0.

Soit g € C tel que g # 1. Avec un raisonnement par récurrence, montrer que

pour tout n € N*

n—1 n n
S kgt = g —ng" + (n—1)g"*!
= (¢—1)?

n—1

_ n _ 1 n+1
On note H(n) la propriété Z kq* = = (+ (711)2 &
q—
k=0

Initialisation : Pour n =1,

n—1 0
—ng" +(n—1)¢"*"  q—gq
k" =S kgt =0t 7 - = 0. Donc H(1
est vraie.
Hérédité. Soit n € N*  tel que H(n) vraie. Montrons
n q-— (’/l + 1)qn+1 + nqn+2
H(n+1):2qu: G—1)° .On a
k=0
n n—1
Z qu = Z qu + ng"
k=0 k=0
_ n —1 n+1
e (;(711)2 ) + ng" d’apres H(n)
_g—ng"+(n—=1)g""" +ng"(¢g - 1)
(q—1)2
_g—ng"+(n—1)¢""" +ng""? — 2ng" ! 4 ng"
(g—1)°
_q+ (n—1—2n)g" " + ng"*?
(q—1)2
q- (TL + 1)qn+l + nqn+2
(q—1)2

donc H(n + 1) est vraie.
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Conclusion : pour tout n € N*

n—1 n n
S kgt = 47 +(n—1)g"*!
= (¢—1)?

20. En déduire que

Correction. On a

n—1

T, = Z kzy
k=1
n—1

= Z k‘Zk
k=0
n—1

= Z kw*
k=1

w—nw" + (n — 1)wnt!
= (w—(1)2 ) car w # 1
w—nw" 4+ (n—1w" X w

-1

2m

avec w = e'’n

(Q19)

= car w" =1

n
i —1
21. Vérifier cette expression dans les cas n =2 et n = 3.

2 2

Correction. Pour n = 2, —; L = — =-1=1T,(Ql6)
en — elm — 1 -2

n 3 3 6

Pour n = 3, = _ — — _

e —1 3. V3, (—3 +/3i)
—5 +—1

2

Conclusion : T,, =

—_
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6(—3—3i)  6(—3—-V3i) 3 V3,
T o =5 — 5 1=T5(Q16).

22. (Bonus) Montrer que, pour tout réel 6,

. . 9 . s 9
el — 1 =el% x 2isin (2> — 261" gin (2> .

Correction. On a

. -ﬂ .é _-ﬂ

=|e'? x 2isin <9) (formule d’Euler)

:e2 ><26251n( >
s 0+,
=|2e'" 2 sm()

23. (Bonus) En déduire les valeurs exactes de

n—1 n—1

chos (m) stm<2k7r>
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Correction. On a

Th =4 (QQO)

= (Q22)

(Cos(%%) isin (% %)) m

@)
-+
3
(7]
—
ol
Q
o
wn
7 N
~_
|
=
('D
\
@)
-+
3
M1
x5
@,
=]
/—\
\_/
Il
—
2
3
S~—
||
S
33

2 tan (

)



