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DEVOIR SURVEILLE N°7 - Correction

Mathématiques

Exercice 1. SUITES RECURRENTES ET FONCTIONS

Soit (un),,cy la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N,
2y,
Upg1 = .
a Up + 3

2
On définit f(z) = -|:-C3 sur l'intervalle [0, 1]. On note € son graphe.
T

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
6
Pour tout € [0, 1], f/(l') = m
croissante sur l'intervalle [0, 1].

> 0. La fonction f est donc strictement

2. En déduire que pour tout z € [0,1], f(z) € [0,1].

La fonction f étant croissante sur l'intervalle [0, 1],

f0) < f(z) < f(1) Vo el0,1].

1

Ainsi pour 0 < f(x) < 3 < 1 pour tout z € [0, 1].

3. En utilisant & et la premiere bissectrice, placer les quatre premiers termes
de la suite (u,) sur 'axe des abscisses. On completera le graphe fourni en

annexe et on laissera apparaitre les traits de construction.

4. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.
On procede par récurrence. On a bien 0 < uy < 1. Soit n € N. On suppose
que uy, € [0,1], alors f (u,) € [0, 1] d’apres la question précédente, c¢’est-a-dire
Unt1 € [0, 1].
Ainsi pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

5. Montrer que la suite (uy) est décroissante.
Soit n € N,

2u,
Uy + 3 B
u%Jrun
B Up + 3
U (un + 1)
T u,+3

Up4+1 — Up = n

<0,

car u, € [0,1]. Ainsi pour tout n € N, w41 < u,. La suite (uy,) est donc

décroissante.

6. Que peut-on en déduire ? Déterminer lim u,,.
La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente

d’apres le théoreme de la limite monotone. On note £ sa limite.
2y,

On sait que pour tout n € N, uy 41 = . On obtient par passage a la

2 !
limite, £ = L donc ¢? + 3¢ = 2¢ donc (¢ + 1) =0 donc £ =0 ou £ = —1.
Or pour tout n € N, 0 < u,, <1, donc =0

Conclusion : limwu,, = ¢ =0.

On cousidere la suite (v,) définie par

neN

Un

VneN, wv,= .
Uy + 1

7. Calcu%er vg et vy.

vg = etv = <.
0T T3
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8. Montrer que la suite (v,), oy est une suite géométrique et déterminer l'ex-

pression de v, pour tout n € N.

Soit n € N,
2,
. _ Un+1 _ Uy + 3 _ 2Uy, _ 2 Up, _ gv
T e + 1 2u, L1 Bunt+3 Bunt1 3"
Uy, + 3

Conclusion : La suite (v,,) est une suite géométrique de raison % et pour tout

1 2 n
nEN,Un=2><(3> .

9. En déduire I'expression explicite de u,, pour tout n € N.
Un

Uy = —Up, donc u,, =
1 2\"
7>< —
2 3
1 2\
1- = z
> (5)

10. Retrouver le résultat de la question 6.

1 2\" 2
lim§ X <3) =0car —1< 3 <1, doulimu, = —— =0.

n
, donc vyu, —

On sait que v,, = ———
que vy =

— Uy

Conclusion : Pour tout n € N, u,, =

Exercice 2. LES SUITES - EXTRAIT D’UN SUJET CONCOURS

Dans ce probleme, on s’intéresse a 1’équation suivante :

(E.) - In“(z) _ 1

xr n

ol n est un entier strictement positif, et z, 'inconnue, est un nombre réel supérieur

ou égal a 1.

Soit f la fonction définie sur [1;+oo] par :
In®(z)
pa

—In(z))

2

Vo € [1;+400[, f(z)=
In(z) (2

x
Les fonctions z +— In*(z) et & — x sont dérivables sur [1;+00[ et x — z ne

11. Montrer que Vz € [1;+oo|, f/(z) =

s’annule pas sur ce domaine, donc f est dérivable sur [1;+oo[ (quotient de

12.

13.

14.
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fonctions dérivables).
Pour tout x € [1;+o0],

f'(z) =

Dresser le tableau de variations de f sur le domaine [1;400].
Soit x € [1;+0[, f'(z) =0 <= In(z) =0ou2—-—In(z) =0 <= =z =

1 ouz = e

2 2 . .
De plus, f(1) = 0, f(e2) = z—z = (%) et IBIJIrloof(l) = 0 par croissances
comparées.

En déduire que I’équation (F7) n’admet pas de solution dans [1; +oo].
Pour tout x € [1;+00[, 0 < f(z) < (%)2 < 1, donc 'équation (Ey) : f(x) =1

n’admet pas de solution dans [1; +o00[.

Démontrer que pour n > 2, I'équation (E,,) admet exactement deux solutions,

que l'on notera «, et 3,, telles que :
1< ay, << B

Soit n > 2, alors f : [1762] _

2
2
0, () ] réalise une bijection (car conti-
e
. : 11 2\? 1
nue et strictement croissante). Comme 0 < — < = < (=] ,ona — €
n 2 e n
2\° 1
lO, () 1 et il existe un unique «,, € [1,62] tel que f (ay,) = —. De méme,
e n
<2>2]
07 - ’
e

1
il existe un unique $, € [e?;4o00[ tel que f(B,) = —. Ainsi (E,) admet
n

2\° 1
f: [eQ; —|—oo[ — ]O, () ] réalise une bijection et comme — €
e n



Nom :
Prénom :

exactement deux solutions et

Dans la suite, on s’intéresse a la suite (o ),,>o -
=

15. Sur le graphe fourni en annexe, représenter a,, pour n € {2,3,4,5}. Quelle
conjecture peut-on émettre sur le sens de variation de la suite (an)n>2 ?

Conjecture : La suite (ozn)7122 est décroissante.
16. Montrer que la suite (ozn)n>2 admet une limite que I'on précisera.

2
2
La fonction f : [l,eﬂ — [0, () ] est bijective et strictement croissante,
e

9\ 2
donc f~! : [O, (> ] — [1,€?] Dest également. Pour tout n > 2, on a
e

2
1 1 2 1 1 .
0 § n—|—1 < ﬁ < <e> et donc f71 <7’H—1) < f71 (n) soit Opt1 <

an pour tout n > 2. La suite (ay,),,5, est donc décroissante. Etant de plus

minorée par 1, la suite (an)n>2 converge vers ¢ (d’apres le théoreme de la
limite monotone).

On sait que pour tout n > 2, f (o) = % On obtient, par passage a la limite
f(0) =0, donc £ = 1.

Conclusion : lim «, = 1.
n—-+oo

17. Pour tout n > 2, on pose x,, = a;,, — 1. Donner un équivalent de z,, lorsque n
tend vers +oo.

D’apres la question précédente lim x,, = 0. On sait que f (a,,) = — pour
n—-+o0o n

1
tout n > 2, donc f (1 + x,) = — soit
n

In(l+z,)* 1
1+, n
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2
x

1
Ainsi 5=~ — (car limz,, = 0), et on obtient
n—+oo N



