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Feuille d’exercices n°10

Equations différentielles — Correction

Equations différentielles linéaires du premier ordre 1. On vérifie que pour tout x € R™, z¢'(z) = 3p().
0(2) =32 <= OCx22=32 «— C=4.
Conclusion : ¢: R™ — R

Exercice 1. Vérifier que la fonction ¢ est solution de l’équation 5
z = 4z

différentielle donnée et déterminer la constante C' avec la condition initiale

donnée. 2. On vérifie que pour Eout r €R, ¢ () + 322p(x) = 0.
p(2)=1+= Ce? =1 = C=¢%
L (BE1) : 2y =3y , p: R™ — R , p(2) =32 . Conclusion: ¢: R — R
r = Oz r = 87’
o) 2, — . _
2. (Be) s y4327y =0, ¢: R = Ii;s e =1 3. On vérifie que pour tout x € R, ¢'(x) + 2¢(x) +2 = 0.
, x — Ce 0(0)=—1 <= Ce 20 - 1=-1 < C=0.
3. (B3) : y+2y+2=0 , ¢: R — R » p(0)=-1 . Conclusion: ¢: R — R .
r = Ce ™ -1 r = -1
.o 2, _ 2 . —% o —
4. (Ba) = Y+ 3y =5z , ¢ R - R c p-1)=2 . 4. On vérifie que pour tout z € R™*, ¢/(x) + 2p(x) = 522
r = 3+ 5 3 ¢ i
Conclusion: ¢ : R™* — R
x i %

T




Exercice 2. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

© oo W

y —3y=0. 2. Yy —y=1

Yy +2y=e". 4. Yy +y=cos(x)+ sin(z).
V=1 6. Y =—2wy+e .

Yy =y + e’ sin(2x). 8. (z2+ 1)y + 22y = 2z.

(14 22)%y + 22(1 + 22)y = 1.

R —
x = (e’

R — R , CeR
r = Ce 2 fe®
R — R , CeR
x +— Ce™ " +sin(z)
R — R , CeR
x +— C+ arctan(z)

— R , Ce R}
z — Ce ™ 4ot

R — R , CeR
z +— Ce” — 5 cos(2x)e”
R — R , CeR

(&

R , CeR
arctan(x)
1+22

—~
S S

_>
C
xr = H_zg—i—

Exercice 3. Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations
différentielles suivantes :

1. sin(x)y’ — cos(x)y = sin(x)? sur 0, n[.
2. V1-2%2+y=0 sur ]0,1[.
3. (22-1y +22y=0 sur |—1,1].
4. zy +y+ae®*=0 sur R
5. xy +y= 11_:02 sur ] —1,0[.
6. ¢ +tan(z)y =sin(2r) sur |]-7F, 7L
1. (B) ¢ — Z?s((;c))y = sin(z).
a(w) =~ A(z) = —In (| sin(2)[) = — In(sin(z)) et

b(x) = sin(x).

On note (H) léquation homogene associée : (H) 1y —
Solutions de (H) : yg(x) = Ce 4@ = C'sin(z).
Solution particuliere : yp(x) = C(z)sin(z) avec C'(x) = b(x)eA®) =
1.

C(x) = z convient et yp(x) = xsin(x) est une solution de (F).
Solutions de (E) : y(x) = yp(z) + yu(z).

cos(x) —0.

sin(x)

7= 0,7 — R . CeR
r = (x+C)sin(x)

2. (B) o+ ——2=y=0.

Vi-z2
a(z) = 11—952’ A(x) = arcsin(z) et b(z) = 0.
S =43 1010 = R , CeR
x — Ce™ arcsin(z)

a(r) = . A(z) =In (j2? - 1]) =In (1 - 2?).
=< |-1,1] - R , CeR
T =



n(]ac] = In(z) et b(z) = —e”.

C(z)
P
—ze®. Pour déterminer une primitive de

On cherche yp(x) une solutlon de (E4) sous la forme yp(z) =
Alors C'(z) = b(z)eA® =
C’(x), on effectue une intégration par parties :

/:cem doe = —ze® — / —edx

= —ge” +e”.

C(x) = —ze® 4 €* convient, et yp(z) = —ze®+e” oot une solution de

(E).

S =1 0, 400] — R , CcR

T — C—xif—&—ez
- (E) ?//‘F%Z/:ﬁ‘
—1 — _ _ _ 1
a(z) =+, A(r) = In(|z|) = In(—=x) et b(x) = vk

Solutions de (H), équation homogene associée : yy(x) = Ce™ 4@ =
<
Solution particuliere de (E) : yp(x) = —@ avec
/ — Az) 1
C'(z) =b(x)e ()——m.
C(z) = arccos(z) convient et yp(z) = —%S(x) est une solution de
(E).
s ={1-1,0 — R , CeR
x N _C—l—ar(;cos(x)
. (E) v +tan(z)y = sin(2z).
a(x) = tan(x), A(x) = —In(|cos(x)|) = —In(cos(z)) et b(z) =

sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

Solutions de (H), équation homogene associée : y(x) = Ce™ 4@ =
C cos(z).

Solution particuliere de (F) : yp(x) = C(x) cos(x) avec

C'(z) = b(x)e®) = 2sin(x).

C(z) = —2cos(z) convient et yp(x) = —2cos?(x) est une solution

S =9 1-5.50 — R ,
x +—  Ccos(x) — 2cos?(x)

CeR

Exercice 4. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont
les fonctions

R
o1z > avec C € R,

1422

f: R —
Tr
seraient les solutions.

Les fonctions z + C' + z et x — 1 + 22 sont dérivables. De plus 1+ z? # 0
pour tout x € R. La fonction f est donc dérivable en tant que quotient de
fonctions dérivables.

Pour tout z € R,

2y _
f’(x):lx(1+x) (2C'Q+x)><2a:
(1+ 2?)
1 B 2z XC—I—x
S 1422 (1422) " 1422
1 2x
i 1y @

On en déduit que f est solution de I'équation différentielle

y = ﬁ — %y, c’est-a-dire

2x _ 1
1+x2y_ 1+ 22

Y +



Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

Exercice 5. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

Loy =3y +2=0 2. y'—4y+4y=0. 3.y +y=0.
4. y'+y -2y=0. 5 Yy +2/+5y=0. 6. y'+y+y=0.
L{R - R, (A B)eR?
r — Ae® 4 Be?®
2. { R - R ., (A, B) eR?
r = (Az+ B)e*®
3.{ R = R ., (A, B) cR?
x +— Acos(x)+ Bsin(x)
4. { R = R ., (A,B)cR?
r — Ae® 4 Be %
5. { R — , (A, B)cR?
x — e *(Acos(2x) + Bsin(2x))
6. - R ., (A, B)eR?
T — ez (A cos (@x) + Bsin (@m))

Exercice 6. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

Ly =3y +2y = 4e* 2.y =3y +2y = 2e".
3. ' -2y +y=06e". 4y +y +y=c
5. y—y=e" 6.y —dy +4dy = 3e*.

1. yu(z) = Ae® + Be??,
~ = 3 n’est pas une racine de P(z), polynome caractéristique associé
a (Er).
On cherche donc yp(z) solution de (E;) sous la forme yp(x) = Ce3?.
yp est solution de (E1)
= yh(@) - 3yp(@) + 2yp (@) = 4%

— (C=2.

Donc yp(z) = 2e32.

Conclusion :

S1=q R = R , (A, B)€R?

T = Ae® + Be® + 237
2. yu(z) = Ae® + Be?®.
~v = 1 est une racine simple de P(z), polynome caractéristique as-
socié a (Es).
On cherche donc yp(x) solution de (E2) sous la forme yp(z) = Cze®.
yp est solution de (Es)
— yp(x) —3yp(x) + 2yp(x) = 2"
— C=-2.
Donc yp(z) = —2xe”.
Conclusion :

r > Ae® 4 Be?* — 2xe”
3. yu(x) = (Az + B)e”.
~v = 1 est une racine double de P(x), polynome caractéristique as-
socié a (E3).
On cherche donc yp(x) solution de (Es3) sous la forme yp(z) =
Ca?e”.
yp est solution de (Ej3)
— yh(@) - 2p(@) + yp(2) = 6e7

(A, B) € R?



— C=3.

Donc yp(z) = 3x2%e®.

Conclusion :

F={ R = R ., (A,B)eR?

z +— (Az+ B)e® + 3z%”
Cyp(z)=e2 (Acos (@x) + Bsin (§$>> :

y 1 n’est pas une racine de P(x), polynéme caractéristique
associé a (Ey).

On cherche donc yp(x) solution de (E4) sous la forme yp(z) = Ce”.
yp est solution de (Ej)

= yp(r) + yp(z) + yp(z) = €

= C=1.
Donc yp(z) = Le”.
Conclusion :
5@1 = — R R (A, B)
r = e 2 (A cos (?m) + Bsin (@w)) + %e“”
5. S5=4 R — R , (A, B) eR?
r +— Ae % + Be® + xe*
6. %5=¢ R — R , (A, B)€R?
x — (Az+ B)e?® 4 322

Exercice 7. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

y" —y = cos(z). 2.y 4y =cos(zx).
y" +y = sin(z). 4. o’ — 4y + 4y = 8sin(2x).
y" — 3y’ + 2y = cos(x)e”. 6. 3y’ + 2y =2sin(z)e”.
R —- R 9
L 5/1_{ r — Ae ®+ Be® — i cos(z) (A’B>€R}'
_JR - R 2
2. = { x + Acos(z)+ Bsin(z) + jxsin(z) (4,B) e R } '

Exercice 9.

Exercice 8.

R — R ,
x +— Acos(x)+ Bsin(x) — %xcos(x) , (A,B)eR } )

R - R ,

z +— (Az+ B)e* + cos(2z) ’ (A,B) e R } .

R — R )

r +— Ae” + Be® — 1 (cos(z) +sin(z))e” (A,B)eR } )
R —- R y
x — Acos(v2z) + Bsin(v2z) + 3 (sin(z) — cos(z)) e” ’ 4,

Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

y' —y=0sur R y' =2y +y=0sur R

1.{ y(0)=1 2. { y0)=1
y'(0)=0 y'(0)=3
- R2 y' +y=0sur R
3. y(0)=0
y'(0) =1
R — R
e {F R
R — R
2'y_{x > (2:U+1)e“*’}'
R — R
3'y_{a: — sin(m)}'

Soient w et wy deux réels strictement positifs tels que w # wy.

Déterminer les solutions de I’équation différentielle

Y’ + w?y = cos(wor)

vérifiant les conditions initiales y(0) =1 et 3/(0) = 0.

On note (E) I’équation y” +w?y = cos(woz) et (H) son équation homogene
associée : y" + w?y = 0.



Solutions de (H) : yu(z) = Acos(wz) + Bsin(wx).

Solution particuliere de (EF) : yp(x) = Re(zp(z)) ol zp est une solution

de D'équation différentielle 2" + w?z = 0% (E). On cherche z,(x) sous la
forme zp(z) = Ce™°% (car wy # w) avec C' a déterminer.

zp est solution de (E) <= 2p(x) + w?zp(x) = e“0®
1
— C=—5—.

Donc zp(r) = —5+—e™0% et yp(z) = Re(zp(z)) =

;. w?%wg cos(wo).

Solutions de (E) :

y(x) = yu(z) + yp(z)

= Acos(wz) + Bsin(wz) + ——— cos(woz).
we — wO
Conditions initiales :
1 _
y(0) =1 A+ ey 1
y'(0)=0 Bw =0
1
— A=1-—F—5 et B=0.
w? — wj

Conclusion : y(x) = (1 - cﬂ%wg) cos(wx) + uﬂ%wg cos(wo).

Divers

Exercice 10. Déterminer les fonctions f : [0, 1] — R dérivables telles que
pour tout z € [0,1], f'(x) + f(x) = £(0) + f(1).

Analyse : Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f'(z) + f(x) =
f(0)+ f(1) pour tout x € [0, 1]. Alors Va € [0,1], f'(z) = f(0)+ f(1)— f(x)
et f’ est dérivable en tant que somme de fonctions dérivable. On obtient

alors pour tout = € [0, 1], f”(z)+f'(z) = 0. D’ou f(x) = Ae™ 1%+ Be"*® =
Ae ™ + B, avec A et B des constantes réelles. Enfin
f'(@)+ f(z) = f(0)+ f(1) = B=(A+DB)+ (Ae” '+ B)
> B=-A(l+e1).

Donc f est de la forme f(z) = A (e —1—e!) avec 4 € R.

Synthese : Réciproquement on vérifie que toute fonction f de la forme
f(@) = A(e® —1—e!) convient, c’est-a-dire est dérivable et satisfait
pour tout x € [0,1], f'(x) + f(z) = f(0) + f(1).

Exercice 11. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables telles que

pour tout z € R, f'(z) + f(—z) = ¢e".

Analyse : Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f'(x)+ f(—z) = e®
pour tout x € R. Alors pour tout z € R, f/'(z) = e” — f(—x), et f’ est donc
dérivable (en tant que somme de deux fonctions dérivables).

Ainsi pour tout = € R, [f(z) + f(—x)]' = "

— pour tout x € R, f"(z) — f'(—x) ="

— pour tout z € R, f"(z) — (e7* — f(z)) = €”

— pour tout x € R, f"(z) 4+ f(x) =e" + e 7.

f est donc solution d’une équation différentielle du second degré : ¢y’ +y =
e’ +e7 " (B).

Solutions de (H) : yu(z) = Acos(z) + Bsin(z).

Solutions particuliere de (E) : yp(x) = %em + %e*x (prinicipe de superpo-
sition).

Donc f est de la forme f(z) = Acos(z) + Bsin(z) + “— avec A et B
des constantes réelles. Enfin

@)+ f(-z)=¢" Vo eER < B=-A

e’ +e7 7

donc f est de la forme f(x) = A (cos(x) — sin(z)) + —5 — avec AeR



Synthese : Réciproquement on vérifie que toute fonction f de la forme

ef +e*

f(x) = A(cos(z) — sin(x)) + —5 —avec A € R convient, ¢’est-a-dire est

dérivable et satisfait pour tout = € R, f/(z) + f(—z) = €”.

Exercice 12. On considere ’équation différentielle

(E) : y'"+3y+2y= 12_61 sur RT*,

€T T

1. Soit ¢ une fonction réelle définie sur R**, deux fois dérivable. On
considere la fonction 1 définie sur R telle que

Montrer que ¢ est solution de (F) si et seulement
si pour tout x € R™, ¢ (z) +¢/(z) =1 — 5.
2. Résoudre I'équation (E).

8
=
_l_
AS)
—
&8
~— N
@

8
—

Il
8=

|
3=

= Vz € R™, [p"(z) +2¢'(2) + p(z)] e + [¢'(2) + ()] e” =

z—1

x2
— Vo e RY ¢'(2) + 3¢ (z) + 2p(z) = &L
<= ¢ est solution de (F).

2. On note (H) I’équation homogene associée a (F) : y” + 3y’ +2y = 0.

Les solutions de (H) sont les fonctions yg(z) = Ae™%* 4+ Be™?, avec
A et B des constantes réelles.

On constate que la fonction In est une solution de y” 43’ = —m—lg + %
D’apres la question précédente, (x) = I(2) ot une solution de (E).

R — R )
N et per i (AR

et

Conclusion : .¥ = {




