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Feuille d’exercices n°14 — Correction

Exercice 1. On considere la suite (uy,)nen définie par

3
up =2 et upp1 =4——.
n
1. Montrer que pour tout n € N, 2 < u, < 3.
2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

3. Que peut-on en déduire ? Déterminer lim w,,.

1. Démonstration par récurrence :
Pour tout n € &#,, : 2 < u, <3.
Initialisation : ug = 2, donc 2 < ug < 3 et 2 est vraie.
Hérédité : Soit n € N tel que &2, est vraie.

Donc &, est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, 2 < u,, < 3.

Suites réelles

2. Soit n € N,

Upt1 — Up =4 — — — Uy
Un,

u? — du, + 3

(un — 3)(un — 1)

Unp,

WV
o

car 2 < u, < 3.
Conclusion : Pour tout n € N, up4+1 > u,. La suite (u,) est
croissante.

3. La suite (u,) est croissante et majorée, elle est donc convergente
d’apres le théoreme de la limite monotone. On note £ la limite de
Pour tout n € N, up1 = 4 — % Par passage a la limite, on
obtient £ = 4 — %, c’est-a-dire /2 — 4/ + 3 = 0. Donc £ = 1 ou
{=3.

De plus, on sait que pour tout n € N, 2 < u,, < 3. Par passage a
la limite, on a 2 < £ < 3. D’ou £ = 3.
Conclusion : limu,, = 3.

Exercice 2. On considere la suite (uy,)nen+ définie par

n-+1
2n

Uy = 2 et Upqy1 = U,

1. Calculer us, us et ug.
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2. Montrer que pour tout n € N*, u,, est strictement positif. Exercice 4. On considere la suite (uy,)nen définie par :
3. Etudier les variations de la suite (uy,).
o 1+ 3u,
4. Que peut-on en déduire ? u =2 et upt1=—5——.
3+ up,
1. Mont tout N 1.
1.ng%lﬂ:%,u:g:%l@:%etuél:%wit:;:%. ’on'rerquepour ou.n'E ,Un>'
. . ) . ) 2. Etudier le sens de variation de la suite (uy,).
2. Démonstration par récurrence sans difficulté. 5 Jéduire? Dé or
3. Soit n € N*, u, > 0 et uzﬂ _ nTJ;Ll _ % Donc uzﬂ <1 et . Que peut-on en déduire ? Déterminer lim u,,.
Up+1 < Unp.
Conclusion : Pour tout n € N, w41 < uy,. La suite (u,) est donc 1. Indication : Vérifier que pour tout n € N, w11 =3 — ?)JFLU.
décroissante. Démonstration par récurrence.
4. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0. Elle est donc ug = 2, donc ug > 1.
convergente, d’apres le théoreme de la limite monotone. On note Soit n € N. Supposons que u,, > 1.
{ sa limite.
Pour tout n € N*, u, 11 = %Un up > 1 == 3+up >4
Par passage a la limite, on obtient ¢ = %E, donc 2¢ = £. D’ou — 1 < 1
(=0 3+u, 4
Conclusion : lim u,, = 0. —8 > 9
Exercice 3. On considere la suite (uy,)nen définie par 3+ un
== 3 — > 1
up=1 et upy1 =uy+2n+ 3. 3+ up
, = Up+t1 > 1.
1. Etudier la monotonie de la suite (uy,).
2. Montrer que pour tout n € N, u, > n2. On a montré par récurrence que pour tout n € N, u, > 1.
3. Que peut-on en déduire ? 2. Soitn €N, on a :
1+ 3uy,
Un+1 — Unp = m—un
1. Pour tout n € N, up11 — uyp = 2n + 3. Donc pour tout n € N, 2"
um_l—un}O. :1_un
Conclusion : La suite (u,) est croissante. 3+ un
2. Démonstration par r2écurr.ence : ) Or u, >1donc 1 —u2 <0et3+u, >0, dolt upy1 — up < 0.
up = 1 donc ug > 0%. Soit n € N. Suprosons que up > n*. On Conclusion : Pour tout n € N, u,41 < uy,. La suite (u,) est
a Upt1 = Uy + 2n + 3, donc upy1 > n” + 2n + 3, donc up41 > strictement décroissante.
(n+1)2 42, dolt up1 > (n+1)2 . . . o
Conclusion : Pour tout n € N, u,, > n2. Exercice 5. On considere la suite (uy,)nen définie par
3. Pour tout n € N, u,, > n? et limn? = +oc. D’apres le théoreme 1 1 2
de comparaison des limites, on a lim u,, = +oc. Up = O Ung1 = gln F
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1. Montrer que la suite (u,) est majorée par %

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

3. Que peut-on en déduire ? Déterminer lim wu,,.

1. On montre par récurrence que pour tout n € N, u,, < %
ug < % Soit n € N tel que u, < 1. Alors :

X =+

)

(G20 )

at| =
N =

1 +2<
Su, + 2 <
5" 5

donc upy1 < %.
On a montré par récurrence que pour tout n € N, u, < %

. 2(1—2un
2. Soit n € N, unﬂ—un:%un—i—%—un:%.

Or u, < % donc —2u, > —1, d’ou 1 — 2uy, > 0 et upy1 — up = 0.
Conclusion : Pour tout n € N, u,41 > u,. La suite (u,) est
croissante.

3. Lasuite (uy,) est croissante et majorée par % Elle est donc conver-
gente, d’apres le théoreme de la limite monotone. On note ¢ sa
limite.

Pour tout n € N, upqq1 = %un + % Par passage a la limite, on a
€:%£+%. D’oﬁﬁz%.

Conclusion : limu, = %

Exercice 6. On considere la suite (v, ),en définie par :
vo=6 et v,p1=1,4v, — 0,050

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 1,4z —0, 0522 Etudier
les variations de la fonction f sur U'intervalle [0; 8].

2. Montrer par récurrence que pour tout n € N,
0 < vy <vpy1 €8

3. Que peut-on en déduire 7 Déterminer lim v,.
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1. La fonction f est dérivable sur [0,8] et pour tout z € [0,8],
f(x)=1,4-0,1z.
f(x) >0 < 14 > x.
La fonction f est donc strictement croissante sur l'intervalle [0, 8]

2. Pour tout n € N, on pose &, : <0< v, <vpt1 <8 >
Initialisation : vg = 6 et v1 = 6,6, donc 0 < vy < v1 < 8 et H
est vraie.

Hérédité : Soit n € N tel que &2, soit vraie. On sait que

0 < vy < Upy1 <8,

donc
f(O) < f(vn) < f(vn—i-l) < f(8)

(car f est strictement croissante sur l'intervalle [0, 8]),
c’est-a-dire
0< Un+1 < Upy2 < 8.

D’ou #,11 est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, 0 < v, < vp41 < 8.

3. D’apres ce qui précede, la suite (v,) est croissante et majorée
par 8. Elle est donc convergente d’apres le théoreme de la limite
monotone. On note /¢ la limite de (vy,).

Pour tout n € N, v, 11 = 1,4v, — 0, 0502.

Par passage & la limite, on obtient £ = 1,4¢ — 0,05¢2, donc 40/ —
502 =0, donc (8 —£) £ =0,dou l=0o0u/l=8.

Comme vy = 6 et (vy,) strictement croissante, £ > 6. D’ou £ = 8.
Conclusion : lim v,, = 8.

Exercice 7. On considere les suites (up)nens €t (vp)nens définies par

1 1 1
Up, n+1+n—|—2+ +n—|—n et v, un+n,

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. En utilisant votre
calculatrice, donner une approximation de leur limite & 1072 preés par
défaut.
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Soit n € N*|

1 N +1+ 1 N 1 1 N 1
Unt1 = tn = 0707 om o+l 2m+2 \ntl nt2

1 1 1
— + J—
2n+1 2n + 2 n+1
1 1
S m+1 2n+42
1

2n+1)(2n+2)

Pour tout n € N*, u,,11 > u,. Donc la suite (uy,) est croissante.

Soit n € N*|

1 1
Untl —VUp = Upyl + ——— — <un+n>

n+1
1

= Up+1 — Up — n(n+1)
B 1 1
T @2n+1)(2n+2) n(n+1)
 n—2(2n+1)
T n(2n+1)(2n+2)

3n + 2

n@2n+1)2n +2)
Pour tout n € N*| v,,41 < v,,. Donc la suite (v,) est décroissante.

De plus, lim (v, — up) = lim — = 0.
n

Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la
méme limite, notée £, et pour tout n € N*,

Uy << vy

En particulier, w100 < £ < w100+ 1072, On en déduit une approximation
par défaut de £ & 1072 pres : 0, 69.

1
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Exercice 8. On considere les suites (up)nens €t (vp)nens définies par

=1 1
+2n> u”:Zﬁ et Un = U +
k=1

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. En utilisant votre
calculatrice, donner une approximation de leur limite & 10~2 pres par
exces.

Pour tout n € N*, upy1 — uy = 5 > 0. La suite (up) est donc

_ (n+1)
crolssante.
Soit n € N*,
1 1
Un41 — Unp = <un+1 + TH—l) - <un + )
1 1
=it T
1 1
T m+1)? nn+l)
1
- Cn(n+1)2 =0

Pour tout n € N*, v,,41 < v,. La suite (v,) est donc décroissante.

1
lim (v, — uy,) = lim — = 0.

n
Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la
méme limite, notée ¢, et pour tout n € N*,

Up < < vy,

En particulier, w100 < £ < w100+ 1072, On en déduit une approximation
par exces de £ & 1072 pres : 1, 65.

Exercice 9. On considere les suites (up)nen €t (vn)nen définies par
ug = 0, vg = 2 et les relations

3u, + 1
4

3v, + 1
et vpy1 = 1

Un+1 =
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1. Montrer que pour tout n € N, u,, <1 < vy,.

2. Etudier la suite (wy,) = (vp — tn).

3. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et déterminer
leur limite commune.

1. Pour tout n € N, on pose &,, 1< u, <1< v,. >
Initialisation : ug < 1 < vg donc & est vraie.
Hérédité : Soit n € N tel que &2, est vraie.

Uup, <1< v, = 3u, <3< 3vu,
— 3u, +1 <4< 30, +1
3y, + 1 1<3vn+1
4 4
:>un+1 < 1</Un+1~

N

Donc &,,11 est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, u, <1 < vy,.

2. Pour tout n € N, wp4

’ ’ . . 3
géométrique de raison 7.

Pour tout n € N, w,, = wy (%)n =2 (%)n
n

3 . .
= JWn- La suite (wy,) est une suite

1—u
3. Pour tout n € N, up11 —uy = 1 > 0. Donc la suite (u,) est
croissante. .
— 0
Pour tout n € N, vp01 — v, = 1 " < 0. Donc la suite (vy,) est

décroissante.

De plus lim (v, — up) = limw,, = lim 2 (%)n =0 car ‘%‘ < 1.

Les suites (uy) et (v,) sont donc adjacentes et convergent vers
une limite commune notée /.

Pour tout n € N, w41 =

1
obtient ¢ = MT—F, d’ou £ = 4.

Sun+1 N .
=tz=. Par passage a la limite, on

Exercice 10. Soit (uy)nen une suite réelle. Exprimer & 1'aide de quan-
tificateurs les assertions suivantes :

1. La suite (uy,)nen est constante & partir d’un certain rang.
<= dng € N, Vn € N vérifiant n > ng, upi1 = Un.
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2. La suite (up)nen est croissante a partir d'un certain rang.
<= dnp € N, Vn € N vérifiant n > ng, upt1 = Up.
3. La suite (up)nen n'est pas croissante.

<~ IneN, upy1 < upy.
4. La suite (up)nen n’est pas majorée.
<— VM eR, IneN, u, > M.
. La suite (u,)nen ne converge pas vers 0.
<= Ve >0, dng € N, Vn € N vérifiant n > ng, |u,| <e
<= Je>0, Vno € N, In € N vérifiant n > ng et |u,| > ¢.

ot

Exercice 11. En utilisant les définitions du cours, montrer que :

1. < " > converge vers 1.
n+1 neN

(V/1),cn tend vers +o00.

(sin(n%))neN n’admet pas de limite.

= W N

. Si (u2n)nen et (u2n+1)nen convergent vers la méme limite ¢, alors
(Un)nen converge aussi vers £.
Soit € > 0.
lim ug, = £, donc In; € N, Vn € N vérifiant 2n > nq,
luon, — €] < e (1).
lim ug,+1 = ¢, donc Ine € N, Vn € N vérifiant 2n + 1 > no,
|UQn+1 - €| <e (2)
On pose ng = max(ni,n2). Soit n € N vérifiant n > ny.
Si n est pair, alors |u, —¢| < e d’apres (1) (car n > ny).
Si n est impair, alors |u, — ¢| < € d’apres (2) (car n = na).
Ainsi, Ve > 0, Ing € N, Vn € N vérifiant n > ng, |u, — ] < .
D’ou lim u,, = £.

Exercice 12. Déterminer la limite éventuelle de la suite (up)nen
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lorsque :
1. u,=n%>+n 7. Uy = 2™ — 37 13. wu, = (:L);
Up =n° —n 8. uy, = 2”;;571 14.  wu, =n — cos(n)
n
9 . 1 _ n?+sin(n)
k=
2
4. u, = ’;_2'12 10. up,=n—+/n 16.  wu, = n? L%J
5. unzézzjll 11. u,=n-—e¢e" 17 up,=+vn+1-—/n
6. u,= % 12.  u, =n? —In(n) 18.  wu, =
1. lim u, = 4+
2. lim u,, = lim n2 (1 — %) = +00
3. lim u, = lim +2 =0
14+-2
4. lim u, = lim n ;’f> =400
. .4t ’
5. lim u, = lim 5+ni2 =z
6. lim 0.5" =0T, car —1 < 0.5 < 1, donc lim u,, = +o0
7. lim u, = lim 2" — 3" =1im 3" (()" — 1) = —oc0
. T 2\ 5\
8. lim u, = lim (7) + (7) =0
_ 1 _1-@/3)ntt : _ 3
9. un—zgk —Z g _W’ donc lim u,, = 3.
k=0
10. lim u, = lim n ( ) 400 par croissances comparées.
11. lim u, = lim e” ( ) = —00 par croissances comparées.
12. lim u, = lim n (1 — n—) = 400 par croissances comparées.
13. Pour tout n € N, — n+2 < % < n}rQ, or lim _TIQ = lim %ﬁ
donc lim 41_)2 = 0 d’apres le théoreme d’encadrement.
14. Pour tout n € N, n —cos(n) > n — 1, or lim n — 1 = +o00, donc
lim n — cos(n) = +oo par comparaison.
2 .
15. Pour 2t01.1t n €N =& J:fé(”) > ’j:;;, ';;_51 = 400, donc
lim %m;") = +00 par comparaison.
16. Pour tout entier n > 2, u, = 0. On en déduit lim u,, = 0.

0,
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17.
U, =vVn+1—+/n

(AL VR (T )
- Jntl+yn
1

RS
donc lim wu,, = 0.

18.

up=vVn2+n+1l-n
(vaZ+n+1—n) (VaZ+n+1+n)
B ViZ+n+1+n

B n+1

VP fn+14n

1+ 4

Ji+le L1

donc lim wu,, = %

Exercice 13. On considere la suite (up)nen+ de terme général :

1
nn+1)(n+2)

Up =

1. Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que pour tout n € N :

a b c
W — —
" n n+l n+2
g+ b 4 c 1
n n+l n+2 nn+1)(n+2)

<~ an+1)(n+2)+bnn+2)+cn(n+1)=1
0)

a=1/2 (n=
= qb=-1 (n=-1)
c=1/2 (n=-2)
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Réciproquement, on vérifie que pour tout n € N,

1 1 1

ntl 2 nre

1><1
Upy = = X — —
"2 n

n
2. En déduire la limite de la suite v, = Z U,

k=1
/1 1 1 1 1
1M_g;<2xk_k+l 2 k+2>
RS N S
_2k:1 Ek+1 k+1 k+2

1
Conclusion : limv,, = 1

Exercice 14. Soient f la fonction définie sur ]%;—I—oo[ par f(z) =
22
2z —1
Unt1 = f(un).

Partie A : Etude de (un)nen @ Uaide de la fonction f.

et (up)nen la suite définie par ug = 2 et pour tout n € N,

1. Calculer les limites de f.

1
lim 22=-et lim 2r—1=0%,donc lim f(z)= +oo.

z—1/2 4 z(1/2)7 z—(1/2)*
lm f(@) = lim D= lim S
xJTm = :v—l>I—&I-100 2r x—1>r—&1-1002 e

2. Etudier les variations de f, puis tracer Cy.
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Pour tout = € ]%,+oo[,

[a:2]/ x [2z — 1] — [2?] x [2z — 1]
(2z —1)2

fi(z) =

. En utilisant & et la droite d’équation y = x, placer les premiers

termes de la suite (up)nen sur Paxe (Ox).

. Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.

On pose &, : < up > 1>

Initialisation : &, est vraie car ug = 2.

Hérédité : Soit n € N. On suppose &, vraie et on montre &, 1 :
< Upy1 > 1>,

On suppose que u, > 1.

Donc f(un) > f(1) car la fonction x — f(x) est strictement
croissante sur Uintervalle [1,+o0o[. D’olt up41 > 1 et Py est
vraie.

Conclusion : Pour tout n € N, u,, > 1.

. Montrer que (uy,)nen est décroissante.

Soit n € N,

Tow, 1 "

—u% + Un
2u, — 1
Up (—up + 1)
o 2u,—1

Or u, > 1 d’apres Q4, donc uy, >0, —uy, +1 < 0 et 2u, —1 > 0.
Ainsi pour tout n € N, u,41 — uy < 0.
Conclusion : La suite (u,) est décroissante.

. En déduire que (uy)nen est convergente et calculer lim w,.

n——+00
La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est convergente

d’apres le théoreme de la limite monotone : limwu,, = /.
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Pour tout n € N, up11 = f (up) . Par passage a la limite, £ = f(¢).
Donc /=0outl=1.

De plus, pour tout n € N, w, > 1. Par passage a la limite, on
obtient £ > 1. D’ou ¢ = 1.

Conclusion : limu,, = 1.

Partie B : Etude de (up)nen o Uaide d'une suite géométrique.
Soient (vy)nen et (wy)nen les suites telles que pour tout n € N,

Uy — 1

Up = et wy, = In(vy).

Un

1. Montrer que la suite (wy,)pen est géométrique. En déduire I'ex-
pression du terme général de la suite (wy,)nen.
Soit n € N

Wpy1 = I (Vpq1)
—1 (un+1 - 1>
=In| ——
Un+1
=In(upst1 — 1) — In (upy1)
(possible d’apres QQ4)

2 2
=In Un _ _ 1) —1In Un
2u, — 1 2u, — 1

1 u? — 2u, +1 N u?
2u, — 1 2uy, —

= [In (ui —2u, +1
(possible d’apres Q4)
—In ((un - 1)2) “In ((un)Q)
=2[ln (up, — 1) — In (uy,)]
(possible d’apres Q4)
=2In <un — 1>

Unp,
= 21n (vy)

= 2w,

. En déduire que pour tout n € N, u,, =
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Pour tout n € N, wy,4+1 = 2w,. La suite (w,) est une suite
géométrique de raison ¢ = 2 et pour tout n € N, w,, = wg x ¢" =

1
In (2) x 2" = —1In(2) x 2™.

Conclusion : Pour tout n € N, w,, = —In(2) x 2".

. En déduire l'expression du terme général de la suite (v, )nen.

On sait que w, = In (v,) donc
vy, = e¥n
— e~ In(2)x2™
1
eln(2)x2n
1
(eln(2))2n

1 27L
Conclusion : Pour tout n € N, v, = <2> .

donc uy, X vy, = up—1donc (v, — 1) uy, =

. Un,
On sait que v, =
mn

—1 donc
-1
un_vn—l
1
C1—w,
1
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4. Retrouver le résultat de la question A.6.
271
1 1
lim | = =0car —1 < % <1donclimu, = —— = 1.
<2> 2 "TT1-0
Exercice 15. En utilisant le théoreme de la limite monotone, montrer
la convergence des suites suivantes :

Loun=(1-5) (-1 (1-54)

u
Pour tout n € N*, u,, > 0 et ntl g
u

n
donc up41 < uy. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0.
Elle est donc convergente d’apres le théoreme de la limite mono-
tone.

2n+d < 1

n

_ 1
2. up = Zn—s—k‘
k=1
Pour tout n € N*,
_ 1 1 1
Untl = Un = 5505 T o7 — gl —

La suite (uy) est croissante.

Soit n € N*. Pour tout k 6 [1,n], n+ n%rl,
done Yy a7 < Yopey +1, donc u, < ;i < 1.

Pour tout n € N, u,, < 1. La suite (uy,) est majorée par 1.

La suite (uy,) est croissante et majorée. Elle est donc convergente
d’aprés le théoreme de la limite monotone.

3. u an

Soit n 6 N*

ety > O

<
<

Unt1 — U Zk n+1

1 1
Pour tout ke [1,n], 4 n+1)2 S Fn(nd D S ngD-
1
Donc 12 Zk 1 kn(n—i—l) S WD
1
donc — +1)2 > k=1 En(n+1) Z ~nyr et
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1 1
02> (n+1 Zk 1 kn(n—l—l) (n+1)2 = n+1-
On en déduit que pour tout n € N*| w11 — uy, < 0.
La suite (u,) est donc décroissante. On constate de plus que pour
tout n € N*, u,, > 0. La suite (u,) est donc minorée par 0. Elle

est convergente d’apres le théoreme de la limite monotone.

Exercice 16. Soient (up)nen et (vn)nen définies par ug = 1, vo = 12 et
pour tout n € N :

3uy, + vy

2uy, + vy
Uptl = 1 _

et Un+1 = 3
1. Montrer que les suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes (on

commencera par étudier la suite (v, — Un),cn )-
2. Montrer que pour tout n € N, 8u,, + 3v,, = 44.

3. En déduire la limite des suites (up)nen €t (vn)nen-

1. On introduit la suite (wn)neny = (Vn — Un), - Pour tout n € N,

1
Wnt1 = 75Wn- La suite (w,,) est donc une suite géométrique de

11
raisonq:ﬁet pour tout n € N, wn:woxq”:ﬁ. Soit
n € N,

3uy, + vy
Un+1l —Upn = ——— — Up
4
_ Up — Up
4
4
11
=— >0
4 x 127
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Pour tout n € N, u,q1 > uy,. La suite (uy,) est croissante. Soit
n €N,

22Uy, + vy,
Untl —Un = —F—— —Un

B 2x 11 <0
3 x12m ’

Pour tout n € N, v,11 < v,. La suite (v,) est décroissante. De

plus, lim (v, — up,) = lim —— = 0. Les suites (up) et (v,) sont
donc adjacentes. Elles convergent vers une limite commune que

I’on note /.
2. On démontre par récurrence que pour tout n € N, 8u,, +3v,, = 44.

3. On sait que pour tout n € N, 8u,, + 3v, = 44. Par passage a la
limite, on obtient 8¢ 4 3¢ = 44, c’est-a-dire £ = 4.

Exercice 17. (Irrationnalité de e) Soient (uy)nen €t (Un)nen deux suites
réelles telles que

1. Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite.

2. On admet que leur limite commune est e. On veut montrer que
e ¢ Q. On raisonne pour cela par I'absurde en supposant que
ez%avecpEZethN*.

Montrer que 14 < e < v4. Conclure.

1. Soit n € N*, upi1 — up = > 0. Pour tout n € N*,

(n+1)!

10
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Un41 > Up. La suite (u,) est strictement croissante. Soit n € N*,

1 1
Ut e = (Un+1+ (n+1)(n+1)!> B <un+n-n!>
o 1 1
 (n+1)! * (n+Dn+1)! n-nl
_nn+1)+n—(n+1)?
nn+1)(n+1)!
1

- “nn+1)(n+1)! <0

Pour tout n € N*, v,41 < v,. La suite (v,) est strictement

décroissante. De plus, lim (v, — u,) = lim ; = 0. Les suites
n-n!

(up) et (vy,) sont adjacentes et convergent vers une limite com-
mune : e.

. On sait que pour tout n € N, u,, < e < v,,. En particulier,

Ug < Ugr1 S € < Vgr1 < Vg.

Donc
q q
1 P 1 1
I
| | . q!
k:ok' q k:ok' q-q
donc
1 1
- — L) - il
q q.zk!<p q' <q q.zk!—i-l,
k=0 k=0
d’ou

.. .41
a gl o
ng <p q.<qzk!+1.
k=0 k=0

q! . g!

Pour tout k € [1,¢], 7 € N. Donc g 7 € N. On a montré que
! — k!

I’entier p-¢! est compris strictement entre deux entiers consécutifs.

Ce qui est impossible, donc e € Q.
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Exercice 18. (Moyenne arithmético-géométrique)

1. Montrer que pour tout (z,y) € R?,

T+
79<y_

I<r<y=z< oy < 5

2. Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b. On pose ug = a, vg = b et
pour tout n € N,

Uy, + Up

Up+l = VUnpUp €6 Upy1 = 5

Montrer que les suites (up)nen et (vn)nen convergent vers
la méme limite et que cette limite appartient a ['intervalle

v

Correction.

1. Soit (z,y) € R?,
Si0 <z <y, alors 0 < 22 < 2y, donc Va2 < /Ty, soit x < \/xy.
x
SiO<x<y,alorsx+y<2yet¥<y.

Si0 <z <y, alors :

2
T+ T+
\/[Ey<Ty — 1y < (2y)
= 4xy<x2—|—2xy+y2
= 0<a2?®—2zy+ 1>
— 0< (z—y)*

Or x # y, donc (x — y)? > 0 est vraie, et par équivalence, on a
, T+
montré que /ry < Y

2
Conclusion : pour tout (z,y) € R?,
T+
O<x<y:>x<\/xy<Ty<y.

11

TSI1 - 2025/2026
Mathématiques

2. On montre par récurrence que pour tout n € N, 0 < u, < vy.

.. Up + VU
Ainsi pour tout n € N, 0 < u,, < Junv, < %

le résultat de la question précédente), c’est-a-dire

< v, (d’apres

0 <up < Uptr <Unp1 <vy, YneN.

De plus
a<u, <v,<b VneN.

La suite (u,,) est croissante et majorée par b, donc convergente :

lim u,, = 4.
La suite (v,,) est décroissante et minorée par a, donc convergente :
limwv,, = ¢

. Up + Up R
On sait que pour tout n € N, v,41 = — Par passage a la
o : e+
limite, on obtient ¢ = 5 et donc £ = /.

Les suites (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite, /.
On a donc montré que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes
(puisque lim(u,, — v,) = ¢ — £ = 0). Ainsi pour tout n € N,

En particulier

Exercice 19. Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites réelles. Les propo-
sitions A et B sont-elles équivalentes 7 L’une d’entre elles implique-t-elle
lautre ?

1. A:u, =o(vy) et
2. A:u,~wv, et
3. A:VneNu, =v,+w,, ou w, =o(vy,) et

B :up = O(vy).
B : uy, = O(vy).

B :u, ~ vy
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Correction.
1. A= B (théoréme du cours : toute suite convergente est bornée
- La réciproque est fausse)

2. A = B (théoréme du cours : toute suite convergente est bornée
- La réciproque est fausse)

3. A<= B
Montrons que A =— B : On suppose que Vn € N,u, = v, +
N . Up . Upt+wy . Wnp,
Wy, OU Wy, = o(vy). Alors lim — =lim ——— =lim1 4+ — =
n Un Un

1 car wy, = o(v,). Ainsi u, ~ vy.
Montrons que B = A : On suppose que u, ~ v,. On pose

. Wp
wy, = Uy — vy ¥n € N. Montrons que w, = o (v,). On a lim — =
Un,
Unp,

Up, — Up, . .
=lim — — 1 =0 car u, ~ v,. Ainsi w, = o (vy,) et

lim

n n
Uy = Uy, + Wy Vo € N,

Exercice 20. Soient a et 8 deux réels tels que o < S.

1. Montrer que n® = o(n®).
«

oo _ N R B
lim e —hminﬁ_a =0 car f—a > 0. Ainsi n® = o(n”).

2. Donner un équivalent simple de n® + n®.
On a n® +nf ~nf.

Exercice 21. Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour
étudier la convergence des suites suivantes :

Loun=(n+1) (en —1) 2. uy = )
1
COS ( =
3. unzi(r’ll) 4. un:nﬁ
tan ()
2n+4 _ 5n+4
d. Un:% 6. up= Qn—5nn
7. up=(n+1)2I(l+55) 8 wu,=(1+sinl)
2 5
o, 1 ~ (2n°+1)
9. un=n(y/1-% 1) 10w =5
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Correction.

1
1. up ~2n x — ~ 2 donc limu,, = 2.
n

N 1“(”2X <1+711>> In(n?) +In(1+1) @2

S = In(n) - In(n) In(n)
21
n(n) donc limwu,, = 2.
In(n)
1
3. Uy ~ 1/n? ~ n? donc limu,, = +oo.

1 1
4. Up = nn(n) = eln(n) Xln(n)

e et limu, =e.

= e. La suite (uy,) est constante égale a

1 . .
5. up, = ¥Yn =en () On a limu, = e = 1 par croissances com-

parées.
_5n+4
6. Up ~ ~ 5% et limu, = 5* = 625.
1 25 25
7. up ~ (5n)% x Erckades donc lim u,, = 3

8. u, = ern(1+sin(3))  On a In (1 + sin (%)) ~ sin (%) ~ % donc
nln (1 + sin (%)) ~n X % ~ 1 et donc limu,, =e! =e.
1 1 1 1
9. u, ~n?x 3 <_nQ> ~ 5 donc limu,, = —5
(2n2)5 25,10

10. u, ~ ~ 8 donc lim u,, = 8.

(—2n5)? ™~ 92,10

Exercice 22. Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ? Jus-
tifier.

. n+3~n 2. n+i~n
3. e"t3 et 4. In(n+ %) ~ In(n).
Correction.
1. Vraie car lim % —hml—i—i =1
2n
n-i—%

2. Vraie car lim
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1

et

3. Fausse car lim

me? = /e #
4. Vraie car In(n+%)zln <n<
It 3) gy 20*20)

{))
2n
In(n) In(

Exercice 23. Déterminer un équivalent simple et étudier la convergence
des suites suivantes :

+
_l’_

et lim

\/

) 2n? + 100 5 2" 4 3"
Uy = ——————— . Uy =
" 3 43n+5b " 3n—2n
2n + (—1)" (1+24---+n)
3. U= — 4. u, =
3n + (—1)ntt (n3 —3n+1)2
an® +bn +c 1
. = b R 6. = — —1)"
Up 1000 (a,b,c € R) Up n+( )
7. up=+vn+1++n up =vVn+1—+/n
(_1)nn+ 1 nlOOO L on
9. u,=-—"—— 10. wu, =
n++/n 37" 4 (n 4 2)1000
1
C T o — 30+ 1)2 S OIS}
1
13. u, = In(n? 4+ 1) — In(n?) 14.  u, = cos <sin()> -1
n
Correction.
2n?2 +100 20?2 ,
1. un:mwﬁwﬁdonc hmun:O
2n 43" 3" .
2. un:mwg—nwldonchmunzl
2n+ (—1)" 2n 2 . 2
3. un:mN%NgdonChmunzg

3 3
+1 2
) (1+2+-+n) (%) ("7) L
. Up = = ~ ~ — daonc
" (n3 —3n+1)2 (n®=3n+1)2  (p3)% 8

13
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an® +bn +c

n + 1000
n~bsia=0etb+#0 (suite convergente)

Up, ~ an si a # 0 (suite divergente)

c
Up ~ —sia=>b=0 et c# 0 (suite convergente)
n

up ~ (—1)™ donc (u,) n"admet pas de limite (suite divergente)

n ~ 2y/n et limu, = +oo (suite divergente)
1
C Up ~ NG et limu,, = 0 (suite convergente)
(=1)"n : - .
C Uy~ ~ (=1)"™ donc (u,) n’admet pas de limite (suite
n
divergente)
n
Up ~ —gog donc limu, = 400 par croissances comparées
n
n(n+1) 5 n? 5
2 2 1 1 J . 1
Up ~ ~ ~ 5= ~ —— donc limu,, = —.
! (2n5)2 22,10 277 198 "~ 198
(2n)* x =
Uy ~ ———= —3 donc limu,, =0
( 2)?
+> < )wethmun—o
1
Uy, (Sm( >) (") ~ 5 et limu, =0

n2



