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Feuille d’exercices n°15 — Correction

Exercice 1. Ecrire explicitement la matrice 4 = (a;j) & n lignes et p

colonnes dans les cas suivants :
1. n=4, p=3et a;; = min(i,j).
2. n=2,p=3eta;;=7(-1)"
3. n=2>5, p:5etaij:(5ij,
1

ou 0 est le symbole de Kronecker défini par d;; = { 0
4. n:4, p:4et aij:(l—éij)ij.

5. n=3, p=3eta;= cos(%r) sin(%r).

111
12 2
LA=| | 5 3
1 2 3
-1 -2 -3
2A(1 2 3)
10000
01000
33.A=I;=| 0010 0
000710
0000 1
02 3 4
2.0 6 8
A= 3 6 0 12
48 12 0

Calcul matriciel

siit =7
sinon

V3/4 V3/4 V3/4
5. A= | —V3/4 —/3/4 —/3/4
0 0 0

Exercice 2. On considere les matrices

A:(_;) B:(123)C:<ig;>

1 3 10 -2 -1 4
D=1 -1 7 E:<2 ()> F= 7 35
2 4 8 95

Parmi les calculs suivants, lesquels sont licites ? Le cas échéant, effectuer
les calculs.

1. CF+3I; 2. FC 3. BDA
4. CD+F 5. DC—F 6. CTE+ DE
7. CD+ E? 8. ECD+ ET 9. BF BT

1. C'F est une matrice de taille 2 x 3 et 313 est de taille 3 x 3. Le calcul
CF + 313 n’est pas défini.

2. # {colonnes de F'} # # {lignes de C'}. Le produit F'C n’est donc
pas défini

3. BDA = (—53)

4. C'D est une matrice 2 x 2 et F' est une matrice 3 x 3. La somme
n’est donc pas définie.

6 10 24
-1 18 57
-2 3 33

5. DC — F =
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10 0
6. CTE+DE=| 19 0
29 0
4 7
2 _
v (4 )

4 9
T _
8. ECD+ E <6 14)

9. BFBT = (187)

Exercice 3. Soient ¢,7,k,l € [1,n] et E; j, Ej; les matrices élémentaires
de My (R) correspondantes. Calculer E; ; x Ej,;.

On note P = E; j X Ej .

Comme toutes les lignes de £; j sont nulles sauf la 7-eéme, il en est de méme
pour les lignes de P.

Comme toutes les colonnes de Ej; sont nulles sauf la l-ieme, il en est de
méme pour les colonnes de P.

Ainsi le seul coefficient éventuellement non nul de P est le coefficient d’in-

n . .
0 k
dice (4,1) : Py = Zém,j6m7k = S? j 7 . On conclut que P = E;; si
m=1 1 si 7= k
j =k et 0 sinon.
Conclusion : E; j X Ey; = { il S? j .
7 0 sinon
Exercice 4. Soient
-10 111
-2 1 0 2 —1 2

—_

. Calculer AB et BA.
. Développer (A + B)2.

\V)

—_

. On constate que AB # BA.
. (A+B)?=(A+B)x(A+ B) = A>+ AB + BA + B>

[\
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Exercice 5. Soit

1
A= 0
3

e )
_ = O

Déterminer ’ensemble des matrices M € M3(R) telles que AM = 0.

Réponse : L’ensemble des matrices solutions est

0 0 0

a b ¢ (a,b,c) € R

Exercice 6. 1. Calculer le produit suivant

1 01 1 3 -1
0 2 9 0o -1 7
0 0 3 0 0 5

2. Montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est
triangulaire supérieure.

2. Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures. Par définition,
pour tout (4,5) € [1,n]? tel que i > j, on a a; ; =0 et b; ; = 0.

On note C = A x B. Soit (i,j) € [1,n]? tel que i > j. Montrons que
Cij = 0.

n
Cij = Zai’kbk,j (produit matriciel)
k=1

i—1 n

= Z a; kb; + Z a; by j
k=1 k=i
i—1 n

= ZO X ka‘ + Zai7k x 0
k=1 k=i

car 1>k car k>i>j

=0.
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Ainsi pour tout (i,) € [1,n]? tel que i > j, ¢; ; = 0. La matrice C' est donc
triangulaire supérieure.

Conclusion : Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est tri-
angulaire supérieure.

Exercice 7. Soit A = (a;;) € My (K). On appelle trace de A I’élément de

K défini par :
trd = Z Qi -
i=1
Soient A et B deux matrices de M,,(K). Montrer que :
tr(AB) = tr(BA).

Pour tout M € M,,(K), on note (M); ; le coefficient d’indice (7,7) de la
matrice M. On sait que pour tout (i, ) € [1, n]?

n n
(AB)L]' = ZAi,kBk,j et (BA)iJ' = Z Bz’,kAk,j (pI‘Oduit matriciel).
k=1 k=1

n

tr(AB) = Z(AB)“ (par définition de la trace d’une matrice)
i=1

= Z Z Ai 1By

i=1 k=1

= Z Z A; 1B

k=1 i=1

= Z Z By i Ak

k=1 i=1
= (BA)y
k=1
= tr(BA).
Conclusion : tr(AB) = tr(BA).
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Exercice 8. Soit w = e» avec n € N, n > 2. Soit
A= (w(kfl)(éfl)) . Calculer AA. En déduire que A est inversible et

déterminer A~L.

1<k l<n

Pour tout M € M, (K), on note (M), le coefficient d’indice (k,¢) de la
matrice M.

n

(AA), , = Z(A)m (A);¢ (produit matriciel)

Jj=1

=Y WD DG=DED
j=1
_ Zw(k—1)(j—1)w(j—1)(€—1)
j=1
= 3 wEDEGGDED (6 @ = o)
j=1
_ ZM’“*WH)
j=1

n—1 Y '
= JZ:% (w ) (J=j5—-1)

n . siwk=0 =1
- (Ci}(fkgz)) __1 ! si wk—0) #1
n sik=1/¢
= n\(k—4
% sik#4L

(car w™ =1).

_n sik="/
o sik £

_ 1—
Ainsi AA = nl,, dou A x —A = I,,. On en déduit que A est inversible et
n
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que A~ = EZ.
n

Remarque. En montrant que AB = I,,, on montre que A est inversible et
-1
que A= =

Exercice 9. Soit n € N. Déterminer les coefficients de A™ lorsque :

11
Las(Y) e

_— o O

01
10
0 0

n—1 n—1
1. Pour tout n € N*, &2, : <« A" = ( ;n—l gn—l > >

20 90

Al:A:(QO 20

> donc & est vraie.
Soit n € N*. On suppose &, vraie. Montrons &, .
Al = A" x A
2n—1 2n—1 1 1
:<2n—1 2n—1)x<1 1)
on— 1+2n 1 2n—1+2n—1
on— 1+2n 1 2n—l+2n—1 )

2 x on—1 9 on—1
2 x 2n—l 9y on-l

) on 1 on 1
Conclusion : Pour tout n € N*, A™ = ( gn—1  on-1 >

Donc &, est vraie.

2. Pour tout n € N, on pose J, : <« A®" = I3 et A" = A >,
) est vraie car A = I3 et A' = A par définition.

Soit n € N. On suppose %%, vraie, c’est-a-dire A?" = I3 et A?"1 = A, et
on montre J%, 1, c’est-a-dire A?"T2 = [3 et A3 = A,
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A?T2 — AL A (par définition)
=Ax A (dapres 77,

0 0 1 0 0 1
= 0 1 0 X 01 0
1 0 0 1 0 0
=
et

A2n+3 — A2n+2 < A
= 13 x A
= A.
Donc 77,1 est vraie.

Conclusion : Pour tout n € N, A?" = I3 et A1 = A,

Exercice 10. Soit (a,b) € C2. Montrer que pour tout n € N, on a :
a b\" _( a" na" b
0 a L0 a” ’

On note A = < a b )

0 a

n n—lb
Pour tout n € N, on pose ﬁn:<A”:<g Zg >>>.

0
A’ =1, = ( % C?O ) , donc Z est vraie.
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Soit n € N. On suppose &, vraie et on montre &, .1, c’est-a-dire
AnHl < a"™t (n+1)a"b )

0 anJrl
ATl — A" A
a” na""'b a b .
_<0 2 )X<Oa> d’apres &,

_ ( a4+ 0 a + na™b >

0 0+ a"t!
a1 (1+n)a"b
= 0 an+1 :

Donc &2,,11 est vraie.

n n—lb
Conclusion : Pour tout n € N, on pose < A™ = < a na > >.

Exercice 11. Pour tout # € R, on note Ay = <

1. Soit (0, ) € R% Calculer Ag x A,.
2. Soit (#,n) € R x N. Calculer (Ap)".

1. Pour tout (6, ) € R?, Ag x A, = Agio.
2. Pour tout n € N, on pose &, : < (Ap)" = Apnp >.

(A@)O =Iyet Ay = <

vraie.

cosO0 —sin0

— 0 _
sin 0 cos0 > = I, donc (AG) = Apxg et Py est

Soit n € N. On suppose &, vraie et on montre &,.1, c’est-a-dire
(AG)nH = A(n+1)9-
(Ag)™* = (Ag)" x Ag
= Ay x Ay (d’apres £,
— Awro (dapres Q1)
= A(n+1)0,
donc &, 11 est vraie.

Conclusion : Pour tout n € N, (4g)" = A,g.
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Exercice 12. Soit A =

S O =
O = N
=N W

1. On pose N = A — I3. Déterminer N™ pour tout n € N.

2. En déduire A™ pour tout n € N.

3. Soient (up)neN, (Un)nen €t (wn)nen trois suites réelles définies par
la donnée de ug, vy, wy et vérifiant pour tout n € N,

Un+l = Un + 20, + 3wy,
Upntl = Up+ 2wy
Wn+1 = Wn

Soit n € N. Déterminer les expressions de u,, v, et w, en fonction
de n, ug, v et wy.
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0 2 3 0 0 4
I.LN=|00 2 |,N2=[ 0 0 0 | et N>=03. On en déduit que
0 00 0 00

pour tout n > 3, N™ = 0s.
2. A= N+ 1. Comme NI = N = IN, on a, pour tout n > 2,

A= (N+1I)"

+ <71L>N1+ <Z>N2+03 (sin >2)

donc
-1
A" =T+ nN + ”(”2)1\72
1 2n 3n+2n(n—1)
= 0 1 2n
0 0 1
1 2n 2n2+n
= 0 1 2n
0 0 1

On constate que cette égalité est encore vérifiée pour n = 0 et pour n = 1.

1 2n 2n2+4n

Conclusion : Pour tout n e Ny A = 0 1 2n
0 0 1
Un,
3. On pose X, = Un,
Wn,

On vérifie que X1 = AX,,.
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En effet
1 2 3 U
AX,=| 0 1 2 | x Un,
0 01 W,
Uy + 20, + 3wy,
= vy, + 2w,
wy,
Un+1
= Un+1
Wn+41

:«Xﬁ+L

On en déduit que pour tout n € N, X,, = A"X, (démonstration par
récurrence a rédiger).

Up, 1 2n 2n%2+n i
D’ou Vn € N, Un =10 1 2n vg |, C’est-a-dire
W, 0 0 1 wo

Up = ug + 2nvy + (2n2 + n)wo
Vn € N, S v, = vg + 2nwy

Wnp = Wo

Remarque. La suite (wy,) est une suite constante et la suite (vy) est une
suite arithmétique de raison 2wg.

Exercice 13. Soit m € R. On considere la matrice

1 m -2
A= 1 m+1 m-2
2 2m+1 2m—4

Soit (a, b, c) € R3. Résoudre, lorsque c’est possible, le systeme

8

a
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En déduire AL,

Exercice tres calculatoire.
On a detA = m.

Lorsque m # 0, le systeme considéré admet une unique solution :

x a
Al y | =1 b
z c
x (1-2)a—2(m+2)b+(m+2)c
= y | = 2b — ¢
z —La—Lp4Lle
x 1—% —2(m+%) m+% a
= y | = 0 2 -1 b
A AT

Dans ce cas (m # 0), A est inversible et

m—2 —2(m?+1) m?+2
A7l = = 0 2m —m
m ~1 -1 1

Remarque : Lorsque m = 0, il faut distinguer deux cas pour la résolution
du systeme :

— Sic—b—a#0, alors le systeme n’admet aucune solution.

— Sic—b—a =0, alors le systeme admet une infinité de solution.

Exercice 14. Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Le cas échéant,
calculer leur inverse.

4 2 1 4
Cas(1E) e an()
1 0 -1 1 2 3
3. A= 2 1 -3 4. A=| 4 5 6
-1 0 2 7 8 9
1 0 0 3
t —1 2
5. A= 2 0 2 6. A= 0 18 0
101 00 -1 2
00 0 1
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1. det A = 0, donc A n’est pas inversible.
2. detA = 2, donc A est inversible et A7l =

(i 12 ):

DO | =

N
-
-

N—
Il

2 01
3. det A=1+#0, donc A est inversibleet A~' = -1 1 1
1 01
4. det A = 0, donc A n’est pas inversible.
0 1/4 —1/2
5. det A=4+#0, donc A est inversible et A~L = [ —1 3i/4 /2
0 1/4 1/2
10 0 -3
. . 4| 01 8 —16
6. A est inversible et A7 = 00 —1 5
00 1

Exercice 15. Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Le cas échéant,
calculer leur inverse.

1 1 1 1 0 2
3. A= 1 -1 1 4. A=10 -1 1
1 1 -1 1 -2 0
1 2 3 01 2
5A=(2 3 4 6.A=| 11 2
3 4 5 02 3
1000
01 11
A=l 0 1 2 4
0139

1. det A= —2 # 0, donc A est inversible et A1 = (

|
N =
N——

[S][VVN o)

2. det A =0, donc A n’est pas inversible.
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3. det A=4#0, donc A est inversibleet A=' =~ | 1 0 1
110
2 —4 2
4. det A=4#0, donc A est inversibleet A1 == 1 -2 -1
1 2 -1
5. det A =0, donc A n’est pas inversible.
-1 1 0
6. det A =140, donc A est inversibleet A== | -3 0 2
2 0 -1
2 0 0 0
. . 4, 1o 6 -6 2
7. A est inversible et A7 = sl o =5 3 _3
0 1 -2 1

Exercice 16. 1. Soit A € M,(R) telle que A? = 2I,, — A. Montrer
1
que A est inversible et que A~! = §(A +1,).

2. Soit
0 1 -1
A= -1 2 —1
1 -1 2

Calculer A%. Déterminer (a,b) € R? tel que A? = aA + bl;.
En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

3. Soit A € M, (R) telle que A3— A = 41I,,. Montrer que A est inversible
et déterminer une expression de A~! en fonction de A et de I,,.

Remarque. En montrant que AB = I,,, on montre que A est inversible et
que A~ = B.
1.

1 1,01
Axi(A+In)—2A +2A
1 1
=5 (2 — A) + ;A
1 1
= I~ 5A+ A
=1I,.
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1
On en déduit que A est inversible et que A~ = 3 (A+1,).

2.
0 1 -1 0o 1 -1
A2=| -1 2 -1 | x| -1 2 -1
1 -1 2 1 -1 2

-2 3 -3

= -3 4 -3

3 -3 4

On a
A? =34 — 214

—13 = % (34 — 4?)

1

1
On en déduit que A est inversible et que A~ = 5(3[ —A).
3. On a

_ - 2 _
:>In—A><4(A I).

(A2 1).

On en déduit que A est inversible et que A~ =

el M

Exercice 17. Soit
1 0 0 1 00
A=10 10 et P = 1 10
1 -1 2 0 1 1

1. Montrer que P est inversible et déterminer P~ 1.
2. Calculer P~1AP.

3. En déduire A™ pour tout n € N.
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est diagonale, donc

L 00 A" = pD" P
o . . -1 _ .
1. det P =1 # 0 donc P est inversible et P~ = 1 _1 (1) 10 0 10 o 1 00
= 1 1 0 01 0 —1 1 0
n —
10 0 10 0 0 1 1 0 0 2 1 -1 1
2. P7'AP=1| 0 1 0 |.Danslasuite,onnoteD=| 0 1 0 10 0 I 00
0 0 2 0 0 2 = 1 1 0 -1 1 0
P7'AP=D < A=PDP™! 01 27 1 -1 1
1 0 0
3. Pour tout n € N, on pose &, : <« A" = PD"P~! ». _ 0 1 0
AV =1I3 et PD°P' = PI3P~! = PP~! = I3 donc A = PD'P~! on_1 1_o9n on
et A est vraie.
Soit n € N. On suppose que &, est vraie et on montre &, 1, c’est-
a-dire A"t = PD"t1P~1 On a
1 0 0
Conclusion : Pour tout n € N, A" = 0 1 0

2" —1 1-2" 20
A = A" x A

= (PD"P Y x A (dapres 2,)
=PD"P ' x PDP™! (d’apres Q2)

= PD"IDP™' (car P7'P =1) )
Exercice 18. Ecrire les systemes suivants sous forme matricielle :

= PD"DP!
= pp"tip!
r+y+2z2 = 3 r+2z = 1 xm++2gy_—3i i 111
donc £, 41 est vraie. T+2y+z = 1 —ytz = 2 2r+ 5y — bz = 13
Conclusion : Pour tout n € N, A® = PD"P~1. 2z+tytz = 0 z-2y =1 r+4dy+z = 18
1™ 0 0 10 0
Soit n € N. D" = 0 1™ 0 = 01 0 car D
0o 0 2% 0 0 27
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Exercice 19. Déterminer ’expression, le rang, le noyau et I'image de ’ap-
plication linéaire canoniquement associée a la matrice :

1 2 3 111
1. A= 2 3 4 2. B=[1 2 4
3 4 5 1 39
123 2 o -
3. C=12 3 4 2 4. D=
3 4 5 9 4 9 6 7
1 -1 -5 5

1. On note f I'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.
— Pour tout (z,y,2) € R3,
flx,y,2) = (x+ 2y + 32,22 + 3y + 42,3z + 4y + 52).

— rg(f) =2,
z 1
— Ker(f) = —2z ||z € R p = Vect —2 ,
z 1
1 2 3
— Im(f) = Vect 21,1 3|, 4

3 4 5
2. On note g 'application linéaire canoniquement associée a la matrice B.
— Pour tout (z,y, z) € R3,
9(@,y,2) = (x+y+z0+2y+4z,2+ 3y + 92),

— 18(9) =3,
0
— Ker(g) = 0 :
0
1 1 1
— Im(g) = Vect 11,1 2], 4
1 3 9

3. On note h 'application linéaire canoniquement associée a la matrice C.
— Pour tout (z,v,2,t) € R*,
h(z,y,z,t) = (x + 2y + 3z + 2t, 20 + 3y + 42 + 2t, 3x + 4y + 5z + 2t),
— rg(h) =2,

10
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Ker(h) = ‘Z (y,2) € R?
—y/2—z
-1 -1
1 0
= Vect 0 , 1 ,

~1/2 ~1
1 2 3 2
— Im(h) = Vect 2 1,1 31,1 4], 2
3 4 5 2

4. On note ¢ I'application linéaire canoniquement associée a la matrice D.
— Pour tout (z,y,2,t) € R*,
Uz, y,z,t) = (x + 2y + 2+ 2t, —2x — 3y — 5t, 40 + 9y + 62 + Tt,x —

y — 5z + bt).
— rg({) = 2,
3z — 4t 3 —4
) 22+t B —2 1
— Ker(¢) = . , t€R = Vect 1 0 ,
t 0 1
1 2 1 2
2 -3 0 -5
— Im(¢) = Vect 4 ) 9 ) 6 , .
1 -1 -5 5

Exercice 20. Déterminer le rang des applications linéaires suivantes :

fo R - R3
(%972) = (1‘+y—z,x, _Z)
et
g: R — R3 .
(%,y) = (:’U—’_y? 2x_y7y)
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1 1 -1
Matean(f) =1 1 0 0 et rg(f) =3
0 0 -1
1 1
Matcan(g) = 2 -1 et I‘g( ) =2
0 1

11



