Lycée Louis Vincent
C. Scholl

Feuille d’exercices n°5 — Correction

Les nombres complexes

Exercice 1. Ecrire sous forme algébrique les nombres suivants :

1. 21 =(3-2i) — (1+1) 2. 29 =2i(1—1) 3. z3=(2+14)(5 — 4i)
. 4+ 3i (2+1)3
2= (1-20) SR T 112002
7.z =¢c 8. 25 =2 '2el5 9. z = (14 )%
1. 21 =2-3 2. 29=2+4+2 3. z3=14-3i
38 41,
4. z4 =41 + 38i 5. 25 =2—1 6. 26 = o5 35"
—v3 1. ; 1010
7.2727—51 8. zs=+3—1i 9. z9g =—2

Exercice 2. Ecrire sous forme exponentielle les nombres suivants :

1oz =i 2. 2 =2 2

V2 —iV2

3. z3 =2+ 2iV3

4, z4 = (—1—1i)i 5. 25 = ————— 6. 26 = (—3 — 3i)°

1—1iv3

B T e T T -
7. z7 =cos§ +ising 8. zg =sing —1icoOS G

.
1. z1 =¢'2
s T
2. 29 =e ‘1
s
3. zZ3 —4613

Exercice 3.

9. 29 =sin g +icosg

TSI1 - 2025/2026

Mathématiques
;3 _
4. 24 =2 Vi elz = /2071
. T
2e 4
5. z5 = —ez(_§+%) — iz
2e7 '3
y DT
6 2'(5—(Z3(3,Z4)5—35><\/ie_Z
’L’E
7. zZr =¢€6
. T
8. zg=e '3
- i(m_ = ;3T
9. zg=cos(Z —Z)+4isin(Z2 —-T :el(z s):e’s
9 27 8 278

1. Ecrire sous forme exponentielle

vants :
20 =1—1+/3i
\[e’ , 2o = 2e” Bet23:2\fe_i%.

2. En déduire les valeurs exactes de cos (11127r ) et

p=—1—1i

D’une part,

D’autre part,

zZ3 =21 X 29

=(—1—1) x (1 —+/2i)

les complexes sui-
z3 = 21 X 29.

de sin (111—”) .

=(-1-V3)+ (V3-1)i.



On a donc
23 cos [ ) 4 2/3sin (228 iz(—l—\/§)+(\/§—1)i
12 12
{ Zﬂcos
<

Exercice 4. 1. Déterminer la forme trigonométrique du complexe
z=1+14/3.
z2=2 (cos (%) + isin (%))
2. En déduire ’ensemble des entiers naturels n tels que (1 + z\/g)n

soit un réel positif.

(1+iV3)" =2"

d’apres la formule de Moivre.

n

z" est un réel positif si et seulement si cos (nﬁ) > 0 et

3
sin (n%) =0, si et seulement si n est un multiple de 6.

Exercice 5. Soit z € C.

1. Montrer que |z — i| = |z + | si et seulement si z est réel.
2. Montrer que |z—1| = |iz+1| si et seulement si z est un imaginaire
pur.

2+ Zz 2+ Zz

Rappel : Re(z) = et Im(z) = 5
i

brrrrriny

z est réel.

|z —1] =liz+i| <= |z—1] = [i(z+1)]

— |z—1| =i||z + 1

—= z-1)z-1)=E=+D(Ez+1)
— z-1)z-1)=(CE+1)(z+1)
— (z-1E-1)=0=+1)(z+1)
= Z-z-Z+\=2Z+z2+Z+1)
= 0=2(2+2)

<= 0 =4Re(2)

<= z est un imaginaire pur.

Exercice 6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur

b
(a,b,c,d) € R* vérifiant (c,d) # (0,0) pour que ot soit réel.

C



a+ b

Commencons par déterminer la forme algébrique du complexe

a+ib a-+ib " c—1d
c+id c+id c—1id
~ (a+1b) (c —id)
N ¢ +d?
ac+bd . bc—ad

2442 +l62+d2‘

On en déduit que

a+ b ¢ réel bec — ad
est réel <— —— =
c+id 2+ d?

<= bc—ad=0.

Exercice 7. 1. Linéariser les expressions suivantes :
(a) cos*(z) (b) sin®(x)
(c) cos(x)sin®(z) (d) cos?(x)sin®(z)

2. Factoriser les expressions suivantes :
(a) cos(2x)

(b) cos(x) + 2 cos(2z) + cos(3x)

(c) sin(z) + sin(3x) + sin(5x)

c-l—z'd:

4 B eT,Z _i_e—lCE
cos™(z) = <2
(ei4a: _|_4ei2m _|_6+4e—i2a; _|_e—i4x)

(2 cos(4x) + 8cos(2z) + 6)

1 3
cos(4x) + 3 cos(2x) + 3

— (21)3 (ei?w _ 3ei:c + Se—ix _ e—in)

1 3z —i3x T —iT
_(2i)3(eg =3 (e —e))
= (21)3 (2isin(3z) — 3 x 2isin(z))

1 3
=" sin(3z) + 1 sin(x).




()

. . . . 2
.9 - e74$ _"_ e—’Ll‘ elfﬂ _ e—ZZE
cos(z) sin“(z) = ( 5 5

— (eia: + e—ix) (eiQ:L’ 24 e—i?w)

[~

(ei3x _

(ei3(£ + efiS:t . (eim + efix))

2ei:p + efix 4 ei:v _ 2€7ix 4 efi3z)

| ool m ool oo

4

1
=|—-cos(3z) + ) cos(x).

1T —iz\ 2 1T —IT 3
cos?(z) sin®(z) = e e SR
2 21

_ _% (eiQm
7

— _%(eﬁ)x
1

1
55 (

i5x

L24 efiQx) (ei3x _ Seix 4 3efi:p _ efiB
— 3% 4 36 — 7y
26T — 66T 4 e — 207374
ei:c _ 3e—i$ + 3e—i3ac o e—in)
. e—i5:c . (ei3:c . e—i3x)

_ 2(eix _ e—ia:)

16

1 1 1
=|——sin(bz) + — sin(3z) + - sin(z).

16 8

cos(2x) = Re [ei2m]
[(eiz)2]
e [(cos(z) + isin(z))?]

= Re[cos®(z) + i x 2 cos(z) sin(z) — sin’(z)]

)

R
R

= | cos?(z) — sin’(x).

[ .
— Re [(ezw)3]

= Re [(cos(m) + isin(x)) ]
= cos’ () — 3 cos(x) sin?(z)

Donc

cos(z) + 2 cos(2x) + cos(3x)

= cos() + 2(cos?(z) — sin?(x)) + cos®(x) — 3 cos(z) sin?(z)

= cos(z) + 2(2cos®(z) — 1) + cos®(z) — 3cos(x) (1 — cos?(z))
en remplagant sin? (z) par 1-cos? ()

= 4cos®(x) + 4cos?(x) — 2cos(x) — 2

sin(3z) = Im [(cos(z) + i sin(z))?]

= 3cos?(z) sin(z) — sin®(z)



et

sin(bx) = Im [(cos(x) + isin(x))5]

= 5cos*(x) sin(z) — 10 cos®(x) sin®(z) + sin®(x).

Exercice 8. Soient p et ¢ deux nombres réels.

1. Factoriser I’expression e’ + e'? par €' 2

2. En déduire une factorisation de cos(p) + cos(q).

3. Résoudre I’équation cos(z) + cos(3z) > 0 d’inconnue x €] — m, 7.

1.
i i ptg e 4 el
P 1 Qo
e’ +et=e X T
e’ 2
;pta e'P el
— 2
e X Z'IH’Q ,L'P+q
e’ 2 e’ 2
,L'IH‘(I iP—‘I 774'17—‘1
=e 2 X (e 2 +e 2
pta pb—q
=¢c"2 x2cos| —— ).
2
Conclusion :

2. On déduit de ce qui précede

Re [eip + eiq] = Re [2 cos (p;q) eip;q] ;

c’est-a-dire

cos(p) + cos(q) = 2 cos (132—q> . (pgq> .

cos(x) + cos(3z) > 0 <= 2cos (:c _231:) cos <x —;3:1:) >0

<= cos(—x)cos(2z) >0
0

<= cos(x)cos(2z) >

Exercice 9. Résoudre dans C les équations suivantes :

1
—34 3 212
) z—1

14 2iz z—1

1. B+5i)z=1—2 2. 2i

4. iz =1—7i C(Z4+1 ) = _ _
iz i 5. (iZ+1)(z+3i) =0 6 T2 s
4 5. 311, 3 4
1.5/_{41_412} 2.5ﬂ_{10_101} 3 y_{5_52}
1 2
4. S ={-1+i} 5. . = {—i,—3i} 6. y:{_5+5i}

Exercice 10. Résoudre dans C les équations suivantes :

222 —62+5=0 2. 224+2z+1=0
22=2+1 4. 22 —(1+2i)z+i—-1=0
22 —\3z—i=0 6. 22— (3+4i)z—1+5i=0

A4+2241=0 8 22 4+22242241=0

A



L7 ={3-1%i; 3+1i} (a) 21=9 (b) 2z = -9 (c) 23 =1
2.y:{—§—§z;—%+§z} (d) 24 = 3+ 4i (€) 25 =5+ 12 () 26 =9 — 40i
I EVG N ERVE]
3. S = { 2 1 2 } 2. Déterminer les racines cubiques de —2 + 2.
4. S ={l+i; i} 3. Déterminer les racines cinquiémes de —1.
VB2 1, V342 1 3m
5. S = { 3 Tt g T 52} 4. Déterminer les racines sixiemes de 2¢%5 .
6. S ={2+3i; 1+1i}
7. = {—e*is e7i5; —e'5 elg} 1
8. . — { 1. _1 3, . 1. \/51} (a) Les racines carrées de 9 sont —3 et 3.
: T T2 2ty T2y
(b) Les racines carrées de —9 sont —3i et 3i.
Exercice 11. 1. Représenter les racines sixiemes de 1'unité et les . i ) i s
(c) Les racines carrées de i sont —e'1 et e'4.
racines quatriemes de —1. ‘
) . ) ) ] (d) On recherche les racines carrées de 3 + 4i sont la forme
2. Soit n > 2 un entier. Résoudre dans C I’équation .
Z=x 4+ :
RNIDIDE SNSRI S S w2 +y? =3+ 4] (1)
e o’ —y* =3 (2)
1. Les racines sixiemes de l'unité sont e''6 avec k € [0,5]. (& 5 A 3)
€T =
représenter) Y
Les racines quatriemes de —1 sont (i) avec k € [0,4] . (a Les racines carrées de 3 +4i sont 2 4-i et —2 — .
représenter) (e) Les racines carrées de 5+ 12i sont 3 + 2i et —3 — 2i.
2. (f) Les racines carrées de 9 — 40i sont 5 — 4i et —5 + 4i.
) . 1 2. Les racines cubiques de —2 + 27 sont \/iei(%%%) avec k € [0, 2].
1+z4+2"4+ - 4+2"" =0 =0(z#1 (oo 2kn
1- (71 3. Les racines cinquiemes de —i sont (= T57%5%) avec k € [0,4] .
= 1-2"=0 4. Les racines sixitmes de 2¢'5 sont 25e(175) avec k € [0, 5] .
@ Zn = 1 . 7’ 7 . .
o Exercice 13. Résoudre dans C les équations suivantes :
= z=¢"n, kel,n—-1].
1L 22—=1=0 2. 24 =i 3. 20 =V3+i
Conclusion : .¥ = U, \ {1} = {eiMTﬂ, kell,n— 1ﬂ} .
Exercice 12. 1. Déterminer les racines carrées des nombres com-
; 2k
plexes suivants : 1. S = {ez s, kelo, 2]]}



2. = {ei(%“%”), ke [[0,3]]}

3. . — {z%ei(&“?”), ke [[0,9]]}

Exercice 14. Soit n > 2 un entier.

Résoudre I’équation 22" — 2" +1 — i = 0 d’inconnue z € C.

22 41 —i=0 <= Z°’—Z+1—i=0en posant Z = 2"

(A=—3+4i, §=1+2i)
— Z=1+io0ouZ =—1
= 2"=147i0uz"=—i

;T .
— 2" =21 ou 2" = e 2

s 2km

e 2z =2mel(Tm ) ou 2 = el (7 T 5) avec k € [0,

2km

Conclusion : . = {2ﬁei(ﬁ+7),ei(*%+%7’ﬁ) |k e [0,n— 1]]} )

Exercice 15. On pose u = el . Calculer

u ’LL2 US

1—|—u2+1+u4+1—|—u6'

u est une racine septieme de I'unité : «7 = 1. De plus, 1 +u+ u? +u® +

u(1 4+ u?)(1 4 u) iuQ(l +u?)(1 4 ub) + w3 (1 4+ u?)(1 + u?)

(14 u?)(1 4+ u*)(1 + uf)
u+u5+u7+u11_|_u2_|_u4+u8+u10+u3+u5+u7+u9
14+ u? +u* +ub 4+ ub + ud + uld 4 o2

u—i—u5+1+u4+u2+u4+u+u3+u3+7:g+1+u2

T+u?+ut +ub +ub +u+wud+ud
2(1 4 u + u? + ud +u* +ud)

I+ u+p2 4+ u? +ut +ud + uf - uf

2% (~u®)
04 ub
= —2.
Conclusion :
2 3
U . U N n _
14+u?2 14+ut 14w '

Exercice 16.

n—1].

suivantes :

(a) S1=)_cos(kf) (b)  Sp=> sin(kb)
k=0 k=0

2. Soit n € N*. Calculer la somme et le produit des racines n

de I'unité.

1. §1 = icos(k:ﬁ) = iRe {e"kﬂ = Re
k=0 k=0

1. Soient n € N et 8 € R. Déterminer les sommes

iemes

et



" g produit (resp. la somme) des racines n-iémes .
Sy =) sin(kf) =TIm | ) ™|,
k=0 k=0 n—1
P= et
- ik0 - 0 K k=0
R =
i(n+1)0 _ -
el(n'e# si ei@ # 1 k=0
— eZ _ 1 ' 7;277\_ ZZ;& k
n+1 siel =1 Z(e“)
n(n—1)
2522 21 ((50) ()
B = — si 0 # 0]27]
= oi% 27sin (5) ~ (ez%an> n—1
n+1 si 0 = 0[27]
n—1
(sin (ﬁngl)e) =172
e ———— sif#02n =
- sin (2) 70l
(n+1 si 0 = 0[27] ot
Conclusion : Si 6 # 0[27], nl ok
S = eZT)
oy () gy ()
S1 =cos | — — 5 et Sy = sin 5 ) ey (e17> -1
2) " sin(3) i (1) _e) ot
et'n —
Sif= 0[27‘(’], ei27r -1
Si=n+1 et S9=0. :ei%r_
Exercice 17. Soient A(1,1) et B(—1,2) deux points du plan.
1. Déterminer les points M du plan tels que ABM soit un triangle
équilatéral.
- 2km
2. Rappel : U,, = {GZT |k €[0,n— 1]]} . On note P (resp. S) le 2. Déterminer les points M du plan tels que ABM soit un triangle



rectangle isocele en A. 2.

ABM rectangle isocele en A <= AM = AD et (E, F/I) = j:g[%r:

1. A est le point d’affixe 24 = 1+ et B, celui d’affixe zp = —1+2:. = z—z4=e2(2p — 24)
Soit M un point du plan d’affixe z. = z= 24 ti(zp — 24)
ABM équilatéral <= AM = AB et (AD, AM) = +2 (2] = z=14ii(=2+1)

yim & z=—iouz=2+43i.
= z—z4=e"5(25 — 24)

1 V3 Conclusion : Le triangle ABM est rectangle isocele en A si et
— z=za+ |zt i— | (2B —z4)
2 2 seulement si M a pour coordonnées (0, —1) ou (2,3).
1 3
— a=14it <2ii\2[) (—2 + 1)
— z:—\ég—i-i(;—\/g) ouz:\gg—i-i(g—i-\/g)

Conclusion : Le triangle ABM est équilatéral si et seulement si
M a pour coordonnées (—@, % — \/§) ou (§, % + \/3) .

Exercice 18. Déterminer et représenter ’ensemble points M d’affixe z

tels que :
1. |z—2i]=3 2. |z +3+14 <2
N |z — 3]
3. ) = — 4. =1
arg (z — 1) 5 1z 5

Exercice 19. Déterminer I'expression des transformations suivantes :



1. fi la translation de vecteur V d’affixe 2 — 3i.
2 =2+42-3i.
2. f2 la rotation de centre A d’affixe 1+ et d’angle §
2 —(1+i)=¢2 (2 — (141)), cest-d-dire 2/ = iz + 2.
3. f3 'homothétie de centre A d’affixe 1 + 7 et de rapport v/2.
2 —(141) = V2(z—(141)), c’est-a-dire 2/ = v/2z+(1—+/2)(1+4).

Exercice 20. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de

la transformation f dans les cas suivants :
1. f(z)=2—1—1
3. f(z) =3z

1. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe
le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ = 2z — 1 — 1.
f n’admet pas de point fixe. Il s’agit de la translation de vecteur
7 d’affixe —1 — 1.

2. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe

1 V3

le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ = 377 17
Recherche point fixe :

1
f est 'homothétie de centre A(—iy/3) et de rapport A = %

Y — (—iV3) = (2 - (—Nﬁ)) .

N

3. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe

10

le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ = v/3z.
f est 'homothétie de centre O(0) et de rapport A = /3.

. On étudie la transformation f qui au point M d’affixe z associe

le point M’ d’affixe 2’ avec 2/ =iz — 3i + 3.

Recherche point fixe :

z2=1z—3i+3 <= (1—1i)z=3(1—1)

= z=23.
f est la rotation de centre A d’affixe 3 et d’angle 6§ = g :

Z—3=¢%2(z-3).



