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Chapitre 14 : Suites réelles

Un chapitre, un mathématicien

Leonardo Fibonacci ou Léonard de

Pise (vers 1170 — vers 1250) est un

mathématicien italien du Moyen Age.

Au cours de ses voyages autour de la

Meéditerranée, il découvre les méthodes
[ ]

de calcul arabes, qu’il contribue en-
Zi suite a diffuser en Europe dans son
w ouvrage Liber Abaci (1202). On y

trouve notamment une célebre suite
numérique, aujourd’hui appelée suite
de Fibonacci, ou chaque terme est ob-
tenu en additionnant les deux précédents. Cette suite possede des pro-
priétés mathématiques remarquables. En particulier, le rapport de deux
termes consécutifs tend vers un nombre irrationnel appelé le nombre d’or.

Elle intervient enfin dans de nombreux domaines : mathématiques, biologie,
architecture et informatique.

1 Généralités sur les suites réelles

Définition 1. On appelle suite réelle une application de N dans R. L’en-
semble des suites réelles est noté RY.

Soit u : N — R une suite réelle. On note u, 'image par u de U'entier n, a
la place de u(n). La suite u de RN est alors notée (un),,cy -

Remarque. Soit ng € N. Par extension, on appelle également suite réelle
une application de [ng, +oof .

1.1 Modes de définition d’une suite

Une suite réelle peut étre définie de différentes fagons :

Par une formule explicite On considere la suite réelle (u,)nen telle
que pour tout n € N, u,, = 2n + 1.

Par récurrence On considere la suite réelle (uy)nen telle que uy = 2,
u1 = 3 et pour tout n € N, up19 = 3upy1 — 2up.

1.2 Opérations

L’ensemble RY est muni deux lois internes (addition et produit) et d'une
loi externe (multiplication par un réel) :

Pour toutes suites réelles (up)nen €t (vp)nen et tout A € R,

un)nEN + (Un)neN = (un + Un)neN
(un)nGN X (Un)neN = (un X U”)nGN
)‘(un)nEN = ()\un)neN

Exemple. Soient (up)nen et (vp)nen deux suites réelles telles que pour
tout n € N
Uy = COS (zn) et v, =sin (zn)
" 2 " 2/

Déterminer le terme général de la suite (u, X vy )nen. Commenter le résultat.
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1.3 Monotonie, stricte monotonie Pour étudier le sens de variation d’une suite réelle (uy)nen strictement

sy Un+1
positive, on peut comparer Zn et 1.

Définition 2. On dit qu'une suite réelle (uy,)pen est : — , —
Proposition 1. Soit (u,)nen une suite réelle telle que :

1. croissante si et seulement si
pour tout n € N, u, > 0.
Vn eN, upt1 = upy.
Alors :
2. décroissante si et seulement si,
o (up)nen est croissante (resp. strictement croissante) si et seule-

Vn eN, upt1 < upy. ment st
Up+1 Un+1
_ ) _ o Vn € N, > (resp. nrl s 1> .
3. monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante. Unp n
4. strictement croissante si et seulement si o (up)nen est décroissante (resp. strictement décroissante) si et seule-
ment st
. Unp+1 Unp+1
VnEN, ungr>un vneN, — <1 (resp. ntl < 1> )
Unp, Un

5. strictement décroissante si et seulement si

V€N, uni1 < up. METHODOLOGIE : SENS DE VARIATION D’UNE SUITE
. . . . . . . '
6. strictement monotone si et seulement si elle est strictement crois- Exercice 2. Soit (up)nen telle que pour tout n € N, u, = %

sante ou strictement décroissante. Déterminer le sens de variation de (un)neN.

METHODOLOGIE : SENS DE VARIATION D’UNE SUITE

Exercice 1. Soit (un)nen € RY telle que pour tout n € N, u, =
Déterminer le sens de variation de (uy)nen-

_1
n+1"




Lycée Louis Vincent
C. Scholl

1.4 Suites minorées, majorées, bornées
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Proposition 2. Si une suite réelle est magjorée (resp. minorée, bornée)

Définition 3. On dit qu’une suite réelle (up,)nen est :

1. majorée si et seulement s’il existe M € R tel que
vneN, wu, <M.

2. minorée si et seulement s’il existe m € R tel que
YneN, wu,>=m.

3. bornée si et seulement s’il existe M € R tel que
VneN, |u,| <M,

ce qui est équivalent a dire qu’elle est a la fois majorée et minorée.

a partir d’un certain rang, alors elle est majorée (resp. minorée, bornée).

Hlustration : < (u,) est majorée >

. 1 ,
Exemple. La suite (”Trl)neN est bornée car pour tout n € N,

1

0<
n+1

< 1.

2n sin(n)
1+n2

Exercice 3. Soit (uy)neny € RY telle que pour tout n € N, u,, =
Montrer que la suite (u,)pen est bornée.
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1.5 Suites arithmétiques et géométriques o )
(un)nen suite géométrique de raison g

Soient r et ¢ deux réels. Définition

(n )nen suite arithmétique de raison r

Définition

Expression de u,
en fonction de n

Expression de u,
en fonction de n

Somme des n + 1
premiers termes :

n
Sp = Zuk
k=0

Somme des n + 1
premiers termes :

n
Sn = Zuk
k=0
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3 . ’ . Ve . .
2 Limite d’une suite réelle Exercice 4. Montrer que la suite (n%rl) N converge vers 0.
ne

2.1 Limite finie ou infinie d’une suite

Définition 4. (Limite finie) Soient (u,),ey € RY et £ € R.

On dit que (upn)neny converge vers £ si et seulement si tout intervalle
ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite a partir d’'un
certain rang :

Ve > 0,3ng € N,Vn € N vérifiant n > ng, |u, —¢| <e.

Notation : lim wu, = /.
n—-4o00

R R :L fffffffffffffffffffff
/¢ l » »
S - S S e
{—¢ % X
X } (un)
x 1
0 1 2 3 o 5 6 7 8

Illustration : <« lim wu, =¥ >
n—+400
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Définition 5. (Limite infinie) Soit (uy,),cn € RY.

On dit que (up)nen diverge vers +oo si et seulement si quel que
soit le réel M, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la
suite sont supérieurs a M :

VM € R, dng € N, Vn € N vérifiant n > ng, u, = M.

Notation : lim wu, = +oo.

li
n—-+o0o

On dit que (up)nen diverge vers —oo si et seulement si quel que
soit le réel M, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la
suite sont inférieurs a M :

VM € R, dng € N, Vn € N vérifiant n > ng, u, < M.

TSI1 - 2025/2026
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Définition 6. (Suite convergente / divergente)

Une suite réelle (u,)nen est dite convergente si elle admet une limite
finie ¢ € R.

Une suite réelle (uy,)nen est dite divergente si elle n’est pas convergente.
Il y a trois types de suites divergentes : les suites qui n’admettent pas

de limite, celles qui divergent vers 400 et celles qui divergent vers —oo.

Notation : lim wu, = —oc.
n—-+o0o
| X
X
} X
3 X
M o (un)
X 1
x |
X :
0 1 2 3 " 5 6 7 8

Tlustration : « lim wu, = +oo0 >
n—-+4o00

Exercice 5. Montrer que la suite (1/n),cn diverge vers +oo.




Lycée Louis Vincent
C. Scholl

2.2 Théorémes

Soit (un)neny € RN,

Théoréme 1. (Unicité de la limite)
Si (un)nen admet une limite (finie ou infinie), alors cette limite est
unique.

Théoréme 2. Soit (un)nen une suite réelle qui converge vers un réel (.
Soit ' > £. Tous les termes de la suite sont strictement inférieurs a ¢’
a partir d’un certain rang :

Ing € N, ¥n € N vérifiant n > ng, u, <.

Soit 0" < £. Tous les termes de la suite sont strictement supérieurs a £
a partir d’un certain rang :

Ing € N, ¥n € N vérifiant n > ng, u, > ".

L AN, NN U
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Théoréeme 3. Toute suite réelle convergente est bornée. ‘

Remarque. 1. La suite (n),en n’est pas convergente, car elle n’est pas
bornée.

2. La réciproque du théoreme précédent est fausse : la suite ((—1)"), o est
bornée, mais n’est pas convergente.

Démonstration.

0+

{ —

D= N
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Théoréme 4. (Passage a la limite dans une inégalité)
Soient (un)nen €t (n)nen deux suites convergentes, telles que

pour tout n € N, u, < vp.

Alors :

lim u, < lim wv,.
n—+o00 n—4o00

Remarque. /!\ Cas des inégalités strictes :

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que pour tout n € N, u,,
_ 1

et v, = TFnZ-

Pour tout n € N, u,, < vy, mais limu,, < limuv,.

2.3 Opérations sur les limites
A. Une démonstration

Théoréme 5. (Limite d’une somme)

Soit (un)nen une suite réelle qui converge vers £ € R.
Soit (vn)nen une suite réelle qui converge vers ¢ € R.
Alors la suite (up, + vn)nen converge vers £+ £'.

Démonstration. Soit € > 0.

i | |
g’_|_§,,,4,,,.,,,:, ,,,,,, : ,,,,,,,,,,,,,,,
62, | O ¢ [ [ J ) [ )
/2 -S E P I
2 | |
: : (vn)
€+§ﬁ——— —————— ——————— ———————————————
0—5 o 1,,,>,<,,;<,,><,,>,<,,2<,,,><,,
< (1)
x i
0 1 "1 3 "o 5 6 7 8

_ 1
T 24n?
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Soient (un)nen et (vpn)nen deux suites admettant des limites (finies ou in-

finies).

B. Limite de (u, + vy)nen

Le tableau suivant indique la limite de la suite (u,, + vy )nen, lorsqu’elle

existe :

lim wu,
. oo LeR | +o0 | —00
lim v,
n—-+o0o
/eRr
“+00
—00

C. Limite de (un X vp)nen

Le tableau suivant indique la limite de la suite (u, X v,)nen, lorsqu’elle

existe :
lim wu,
. noteo (>0 1| <0 0 400 | —o0
lim v,
n—-+oo
>0
7 <0
0
+oo
—00
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D. Limite de (“”)
Un, neN

On suppose que v, # 0 a partir d’'un certain rang. Le tableau suivant

U
indique la limite de la suite [ — , lorsqu’elle existe :

Un

neN
lim u,,
. noteo (>0 1] (<0 0 +o00 | —o0
lim v,
n——+00
>0
<0

0~ (v, < 0 & partir d’'un
certain rang)

0% (vp, > 0 & partir d'un
certain rang)

+oo

—0o0
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3 Théoreme d’existence d’une limite Théoréme 7. (Théoréme de comparaison)
Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que :
Théoréme 6. (Théoréme d’encadrement)
Soient (Up)nenN, (Un)nen et (Wp)nen trois suites réelles telles que : VneN, un < vn.
Vn c N7 Un < Un < Wn,. L. Sl nll)rfooun - +OO’ alors ngrfoovn = too.
. . . 2. Si lim v, = —o0, alors lim wu, = —oo.
Si lim wu, = lim w, =/{, alors (vy)nen converge et lim v, = L. n—+o0 n—+o0
n—-+o0o n—+o0o n—-+o0o

Exercice 7. Déterminer la limite de (n 4 (—=1)"),,cy -

®
[ ]
° '(wn)
X ([ ] ° ° °
; S  X(vn)
X N + F + +
+
+ +(up)
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Exercice 6. Déterminer la limite de (Si;lln)TLGN'

10
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Théoréme 8. (Théoréme de la limite monotone)
Soit (un)nen une suite réelle croissante (a partir d’un certain rang).

1. Si (up)nen est majorée, alors elle est convergente.

2. Si (un)nen n'est pas majorée, alors elle diverge vers +o00.

1. Si (up)nen est minorée, alors elle est convergente.

2. Si (un)nen n'est pas minorée, alors elle diverge vers —oo.

Soit (un)nen une suite réelle décroissante (a partir d’un certain rang).

M
(un)
X X X X
y X
X
X
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Exercice 8. Soit (uy)neny € RY telle que ug = —2 et u, 1 = %un + 3.

1. Montrer que (u,)nen est majorée par 6.

2. Montrer que (up)nen est croissante. Que peut-on en déduire ?
3. Déterminer la limite de (up)nen.

11
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3.1 Limites de (¢")nen

Théoréme 9. (Limites de (¢")nen)
Soit g € R. Dans ce cas,

Silql <1, alors (¢")nen converge vers 0 : lim ¢" = 0.
n—-+oo

Siqg>1, alors (¢")nen diverge vers 0o : lim ¢" = 4o00.
n—-+o0o

Siq < —1, alors (¢")nen n'admet pas de limite.

Siqg=1, alors (¢")nen est constante égale a 1 : Vn € N, ¢" = 1.

En particulier, lim ¢" = 1.
n—-+o0o

Exemple. La suite ((—%)n) converge vers 0.

neN
Les suites ((—1)"),,cy et ((%)n)neN divergent : la premieére n’admet pas de

limite et lim (%)n = 4-00.
n—-+oo

12
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4 Suites adjacentes

Définition 7. (Suites adjacentes)

Soient (uy)nen €t (vn)nen deux suites réelles.

On dit que (up)nen et (vn)nen sont adjacentes si et seulement si :
1. (up)nen est croissante,

2. (vn)nen est décroissante,

3. la suite (u, — vy )nen tend vers 0.

.
° o(vy)
°
° i ] ° ° °
+ o+ o+ o+
-
+ +(up)
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes.
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Exercice 9. Soient (up)nen+ €t (vp)nen+ deux suites réelles telles que pour
tout n € N*, u, = 2L et v, = "TH Montrer que ces deux suites sont

n
adjacentes.

13
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Théoréme 10. Deuz suites adjacentes (up)nen €t (Un)nen convergent
vers une limite commune £ vérifiant

pour tout n € N,  u, </ < vy,.

°
° o(vy)
°
¢ T )
¥+ F +
+ +
+ +(up)
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Remarque. Soit n € N, u,, est une valeur approchée (par défaut) de ¢ avec
une erreur inférieure a v, — u,. De méme, v,, est une valeur approchée (par
exces) de ¢ avec une erreur inférieure a v, — uy,.

Démonstration.
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5 Suites extraites

Définition 8. Une suite (v,)nen est appelée suite extraite, ou sous-suite,
d’une suite (up)nen 8'il existe une application ¢ : N — N strictement
croissante, vérifiant :

Vn € N,

Up = Ugy(n)-

Exemple. 1. La suite (un+1)nen est une suite extraite de la suite (uy)pen.
2. Les suites (u2n)nen €t (U2n+1)nen sont deux suites extraites de (uy )pen-

14
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Théoréme 11. Si une suite posséde une limite (finie ou infinie), alors

ses suites extraites possédent la méme limite.

Remarque. On utilise surtout ce théoréeme pour montrer qu'une suite n’ad-
met pas de limite en exhibant deux sous-suites convergeant vers des limites
différentes.

METHODOLOGIE : MONTRER QU’UNE SUITE N’ADMET PAS DE LIMITE.

Exercice 10. Montrer que la suite u,, = (—1)" est divergente.
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6 Comparaisons de suites Croissances comparées des suites ((1nn)5)n€N, (N)pen €t (€7)en

Théoreme 12. Soient a, B et v trois réels strictement positifs. Les

6.1 Suite dominée par une autre suites ((In n)ﬂ)neN’ (nY)en €t (e7),cn divergent vers +o00 et on a :

Inn)? < n® < e,
(

Définition 9. Soient (up)nen et (vn)nen deux suites réelles telles que

(Un)nen ne s’annule pas a partir d’un certain rang. c’est-a-dire (Inn)? = o(n®) et n® = o(e™™).
On dit que (un)nen est dominée par (vn)nen si et seulement si : Exemple. EIE 12—2” =0et Erf nndn’ — 0,
n o0 n o
la suite (7> est bornée.
"/ neN
Notation : u, = O (vn) ou up = O(vy) (lire < grand O de 6.3 Suites équivalentes

n—-+0o

U ).

Définition 11. Soient (uy)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que
(Un)nen ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

Exemple. nsinn = O(n) car :
On dit que (up)nen est équivalente & (vy)nen si et seulement si :

Un

n

la suite converge vers 1.
N

. L. Notation : u,, ~ v, ou u, ~ v, (lire < est équivalent a v,, >).
6.2 Suite négligeable devant une autre n—+00

Exemple. n+ 1 ~mn car:

Définition 10. Soient (up)nen et (vn)nen deux suites réelles telles que
(Un)nen ne s’annule pas a partir d’un certain rang.

On dit que (up)nen est négligeable devant (v,)pen si et seulement
si:

. u Proposition 3. 1. Si u, = o(vy,), alors u, = O(vy).
la suite (f) N converge vers 0.
ne

2. Si up ~ vp, alors uy, = O(vy,).
3. (Symétrie de ~)

n

Notation : up, = o (vy) ou u, = o(vy,) (lire < petit o de vy, >).
n——+00
St Uy ~ Uy, alors vy ~ Uy .
Exemple. n = o(n?) car : 4. (Transitivité de ~)

St Up ~ vy, et Uy ~ Wy, alors uy ~ wy, .

15
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Equivalents a connaitre : Compatibilité de 1’équivalence avec le produit, le quotient, les
puissances
Proposition 4. Soit (uy)nen une suite réelle qui converge vers 0. Soit
a € R, ' Proposition 5. Soient (un)nen, (Un)nen, (U))nen €t (V),)nen des suites
sin(up) ~ un cos(up) ~ 1 réelles < convenables > telles que :
2
tan(up) ~ Uy, 1 — cos(uy) ~ 4 Up ~ Uy €l Uy ~ U,
In(1 + uyp) ~ uy eln — 1 ~ u, Alors :
(1+up)® — 1 ~ au o Compatibilité avec le produit :
n n
!/ /
ol 1 N Uy X Uy ~ Up X Uy,
Exemple. sin(s-) ~ - car ngr—il—looﬁ =0. " "
14 # 1~ car .. o Compatibilité avec le quotient :
Unp, Un,
AT

n n

o Compatibilité avec les puissances :

Si les suites sont strictement positives a partir d’un certain rang,
alors pour tout o € R,

Remarque. On ne peut pas additionner et composer des équivalents en
général :

o —n?+1~—n?et n2~n2+%, mais 176%.

en+1~n, mais e"T! £ em.

16
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Propriétés conservées par équivalence : signe, limite.

Proposition 6. Soient (uy)nen €t (vn)nen des suites réelles < conve-
nables > telles que
Up ~ Up.

Si l'une des suites est positive (resp. négative) a partir d’un certain

rang, alors il en est de méme pour ['autre suite.

Si lune des suites admet une limite dans R, alors lautre suite
admet la méme limite.

17
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Exercice 11. METHODOLOGIE : DETERMINER UN EQUIVALENT

1. Déterminer des équivalents simples de

n—1 2 — n?
3 et v, =

Up =

n n3

, . , . Unp,
2. Déterminer des équivalents de u,, X vy, —, Uy + vV, €t Uy — Uy
Un



