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Chapitre 18 : Applications linéaires

Dans ce chapitre, K =R ou C et E est un K-espace vectoriel.

1 Définitions et opérations

Dans ce paragraphe, E et I’ sont des K-espaces vectoriels.

Définition 1. (Application linéaire - Endomorphisme)

€ Une application linéaire de E dans F' est une application f : £ — F
telle que :

1. pour tous z,y € F,
fle+y) = f(=)+ f(y),
2. pour tout x € E et tout A € K|
fx) = Af(x).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E, F').

€ Une application linéaire de E' dans FE est appelée un endomorphisme
de F.
L’ensemble des endormorphismes de E est noté Z(FE).

Remarque. 1. Une application f est linéaire si et seulement si
pour tout x,y € E et tout A € K,

fOz+y) = Af(z) + f(y)

2. Une application linéaire f vérifie | f(0g) = O |. 1l suffit de remplacer
A par 0 dans Pégalité f(Az) = Af(z) pour obtenir ce résultat.

3. Sixy,...,xpn € Eet A,..., \, €K, alors
f()\l.’L'l + ... )\nl‘n) = )qf(xl) —+ -+ /\nf(xn)

Cette égalité se démontre par récurrence.

Exemple. 1. L’application identité de E est un endomorphisme de FE.
On rappelle que cette application est notée Idg et que 'on a par
définition Idg(z) = x pour tout z € E.

2. L’application de dérivation P +— P’ est un endomorphisme de K[X].

3. On note E 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1].
L’application ¢: E — R est une application linéaire de

foe fy fla)da
FE sur R.
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Définition 2. (Homothétie) Soit A € K. On appelle homothéhie de E de
rapport A 'application AIdg, c’est-a-dire £ — FE . Cette application
T = Ar

est un endomorphisme de FE.

METHODOLOGIE : MONTRER QU’UNE APPLICATION EST LINEAIRE

Exercice 1. Montrer que 'application f: R? R3

H
(xay) = (96'7364‘%95 - 2y)
est linéaire.

Théoréme 1. (Opérations sur les applications linéaires)

Soient E, F' et GG des K-espaces vectoriels.

€ La somme de deux applications linéaires (resp. la multiplication
d’une application linéaire par un scalaire) est linéaire.

Soient f,g € L(E,F) et A € K.
Les applications f+¢g : E — F et Af : E — F définies par pour
tout x € F,

(f+9)(@) = f(z) + g(z) et (A\f)(2) = Af(z)
sont linéaires.

€ La composée de deux applications linéaires est linéaire.
Soient f € L(E,F)etge Z(F,G). Alors go f € Z(E,G).

¢ Soient f, f' € L(E,F) et g, € Z(F,Q). Alors

go(f+[f)=gof+gof et (94+4g)of=gof+gof.

Remarque. Le premier point de ce théoreme assure que toute combinaison
linéaire d’applications linéaires est linéaire.
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Théoréme 2. Supposons FE de dimension n > 1. Une application
linéaire est entierement déterminée par I'image d’une base de F :
Soient # = (ey,...,e,) une base de E et f € Z(FE, F). Alors pour tout
x e F,

fx) = f(rier+--+xnen)
= z1f(e1) +- -+ xnf(en),

ou (z1,...,x,) sont les coordonnées de = dans la base A.

Exercice 2. Déterminer 'expression de I'application linéaire f : R3 — R?
définie par

f(1,0,0)=(-1,1), f(0,1,0)=(2,0) et f(0,0,1)=(1,3).

Définition 3. (Isomorphisme - Automorphisme)

@ On appelle isomorphisme de E sur F toute application linéaire bi-
jective de F sur F.

€ Un isomorphisme de E sur E est aussi appelé un automorphisme
de E.
L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(FE) et appelé le
groupe linéaire de E.

€ On dit que E est isomorphe a F' §’il existe un isomorphisme de F
sur F.

Théoréme 3. (Opérations sur les isomorphismes)
Soient F, F et G des K-espaces vectoriels.

@ Si f est un isomorphisme de F sur F, alors la bijection réciproque
f~! est un isomorphisme de F sur E.

&S f: F — Fetg: F — G sont des isomorphismes, alors la
composée g o f est un isomorphisme de E dans G et

(gof) ' =f"og™h
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Démonstration. Supposons que f est un isomorphisme de E sur F. L’ap-
plication f~! est bijective. Montrons qu’elle est linéaire. Soient y, 3y’ € F.
On a :

POty s T W) ()

= -1 -1 —1/./
linéarizé de f ! (f ()‘f W)+ f(y )))

= M)+ 7).

flof=ldg

L’application f~! est donc linéaire. ]

METHODOLOGIE : DETERMINER L'EXPRESSION DE f~ 1.

Exercice 3. Montrer que f: R? — R? est un au-
(x,y) — (3x+y,bx+ 2y)

tomorphisme de R? et déterminer f~!.
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2 Noyau et image d’une application linéaire

Dans ce paragraphe, E, F sont des K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).

2.1 Image directe d’un sous-espace vectoriel

Rappel (Image directe) Soit G une partie de E. On appelle image
de G par f , et on note f(G), I'ensemble des éléments f(x), out x est un
élément de G :

HG)={f(z) ] zeG}.

Remarque : f(G) C F.

Théoréme 4. Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors f(G) est un
sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. 1. f(G) C F et F est un K-espace vectoriel.

2. 0 € f(G), car Og € G et f(0g) = Op.

3. Soient y,y" € f(G). Par définition, y = f(z) et ¢ = f(2'), avec z, 2’ €
G. On a donc y+ vy = f(z) + f(a') = f(z + '), car f est linéaire.
Douy+y € f(Q).

4. Soient y € f(G) et A\ € K. Par définition, y = f(z) avec x € G. On a
donc Ay = Af(z) = f(Az), car f est linéaire. D’out Ay € f(G).

Ainsi f(G) est un sous-espace vectoriel de F'. O
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Définition 4. On appelle image de f, et on note Im(f), le sous-espace
vectoriel f(F) de F :

Im(f) = f(E) ={f(z) | z € E}.

Caractérisation

y €Im(f) < y= f(x) avec x € E.

METHODOLOGIE : DETERMINER UNE BASE DE IM(f).
Exercice 4. Déterminer une base de 'image de I’endomorphisme

fi(ryy,2) = (x+2y+2,2c+y— 2,2+ 2y + 2).

Théoréme 5. Si (ey,...,e,) est une base de E, alors

Im(f) = Vect (f(el)a LR f(en)) .
Démonstration.
m(f) ={f(z) |z € E}
= {f(l'1€1+“'+xn€n) | T1,...2Tp EK}
= {$1f(€1)+ "+xnf(en) ’ L1y Ty EK}
= Vect (f(e1),..., f(en)).

Rappel (Application surjective) Une application f : E — F est dite
surjective si tout élément de F' admet au moins un antécédent par f :

Vye F,3z € E, f(z) =

Théoréme 6. f: E — F est surjective si et seulement si Im(f) = F. ‘
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2.2 Image réciproque d’un sous-espace vectoriel

Rappel (Image réciproque) Soit H une partie de F. On appelle image
réciproque de H par f , et on note f~'(H), I'’ensemble des éléments = de
E tels que f(z) € H :

fTHH) ={z € E| f(x) € H}.

Remarque : f~Y(H) C E.

Théoréme 7. Si H est un sous-espace vectoriel de F, alors f~1(H) est
un sous-espace vectoriel de FE.

Démonstration. 1. f~'(H) C E et E est un K-espace vectoriel.

2. 0p € f71(H), car Op € H et f(0g) = Op.

3. Soient x,2’ € f~Y(H). Par définition, f(z) € H et f(2') € H. On a
donc f(x+2') = f(x) + f(2') € H, car H est un sous-espace vectoriel
de F. Dotz + 2’ € f~Y(H).

4. Soient = € f 1(H) et A € K. Par définition, f(z) € H. On a donc

f(A\z) = M\f(z) € H, car H est un sous-espace vectoriel de F. D’ou
Az e foH(H).
Ainsi f~!(H) est un sous-espace vectoriel de E. O
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Définition 5. On appelle noyau de f, et on note Kerf, le sous-espace
vectoriel f~1(0F) de E :

Kerf ={z € E| f(z) =0r}.

Caractérisation

z € Ker(f) < f(x)=0

METHODOLOGIE : DETERMINER KER(f)

Exercice 5. Déterminer une base du noyau de 'application linéaire
fi(my,2) = ety —z0—y).

Rappel (Application injective) Une application f : E — F est dite
injective si tout élément de F admet au plus un antécédent par f :

f@) = fa') = 2 =2

Théoréeme 8. L’application [ est injective si et seulement si

Ker(f) ={0g}.

Démonstration. On suppose que f est injective.

x € Ker(f) < f(x)=0p

car f est injective. Donc Ker(f) = {0g}.

On suppose que Ker(f) = {0g}. Soient x, 2’ € E tels que f(x) = f(2').
Alors f(x) — f(2') = Op, ie f(x —2') = Op. Donc =z — 2’ € Ker(f) et
x — 2’ = O par hypothese. D’ott z = 2’. On en déduit que f est injective.

]
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3 Projections et symétries

Dans ce paragraphe, F est un K-espace vectoriel et E; et Eo sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de E :

FE, 9o FEy =F.
On rappelle que tout vecteur z € F s’écrit de maniere unique
r= X1 + x92 .
~— =~

ckbq S

Ey

A
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Définition 6. € On note p: F — E 'application définie par
p(z) =11
pour tout x € E. L’application p est linéaire. On 'appelle projection
sur E1 paralléelement a Eo ou encore projecteur sur Fy de direction

FE5. On a:

p(r) =0 <= z€ Ey et plx)=z < x€ E;.

€ On note s: E — E 'application définie par

’S(l‘)le—l‘Q‘

pour tout z € E. L’application s est linéaire. On 'appelle symétrie
par rapport a Fy parallélement a Eo ou encore symétrie par rapport
a Eq de direction E5. On a :

s(z)=—2 <= x€ By et s(x)=z < z€kE.
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Théoréme 10. (Caractérisation des symétries)
Soit s : E — E une application.

s est une symétrie si et seulement si (s est linéaire et so s =1Idg).

Dans ce cas, Ker(s — Idg) et Ker(s + Idg) sont des supplémentaires
de F et s est la symétrie par rapport & Ker(s — Idg) parallelement a
Ker(s + Idg).

Remarque. On a| s =2p—Idg | En effet, pour tout z € F,

(2p — ldg)(z) = 2p(x) — =
=2z1 — (1 + 22)
=T — T2

= s(x).

Théoréme 9. (Caractérisation des projecteurs)
Soit p : E — E une application.

p est un projecteur si et seulement si (p est linéaire et pop = p).

Dans ce cas, Im(p) et Ker(p) sont des supplémentaires de E et p est la
projection sur Im(p) parallelement & Ker(p).
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4 Rang

4.1 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 7. (Rang d’une famille finie de vecteurs)

Soient x1,...,x, des vecteurs de FE. La dimension de I'espace
Vect (x1,...,x,) est appelée le rang de la famille (x1,. .., z,).

Notation : rg (x1,...,Ty) .

Remarque. On a rg(x1,...,x,) < n et rg(zy,...,x,) = n si et seulement

si la famille (x1,...,z,) est libre.

Ezemple. 1. rg (1,X,X2,X3) =4,

2. rg (X,2X,3X) = 1,

1 0
3. 1g 11,10 =2,
0 1
1 0 1
4. rg 11,10 ],1 1 =2
0 1

METHODOLOGIE : DETERMINER LE RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEUR =
Déterminer le nombre de pivots non nuls en opérant sur les colonnes.
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4.2 Applications linéaires de rang fini

Définition 8. (Application linéaire de rang fini) Soit f € Z(E, F).

@ On dit que f est de rang fini si Im(f) est de dimension finie, et de
rang infini sinon.

® Si f est de rang fini, on appelle rang de f, et on note rg(f), la
dimension de Im(f).

Remarque. Lien entre rang d’une famille de vecteurs et rang d’une appli-
cation dans le cas ouFE est de dimension finie non nulle. Soit (ey,...,ey,)
une base de E. On a :

rg(f) = dimIm(f) = dim Vect (f(e1),..., f(en)) =rg(f(e1),..., f(en))-

METHODOLOGIE : DETERMINER LE RANCG D’UNE APPLICATION LINEAIRE.

Exercice 6. Déterminer le rang de ’endomorphisme de R3

fi(ry,2) = (x+2y+220+y— 2,0+ 2y + 2).

Théoréme 11. (Rang d’une composée)
Soit f € L(E,F) et g Z(F,G). Alors :

rg (g o f) < min (rg(g), rg(f)) -

Théoréme 12. (Invariance du rang par composition a droite ou a
gauche par un isomorphisme)
Soient f € Z(E,F) et G un K-espace vectoriel.

@ Si ¢ est un isomorphisme de G sur E, alors rg(f o ¢) = rg(f).

@ Si ¢ est un isomorphisme de F' sur G, alors rg(¢ o f) = rg(f).

Théoréme 13. (Théoreme du rang)
Soit f € Z(E,F). Si E est de dimension finie, alors f est de rang fini
et

dim E = dim (Ker(f)) + rg(f).
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5 Isomorphismes

Théoréme 14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Soient (eq, ..., e,) une base de E et f € Z(E, F).
f est un isomorphisme si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base

de F.

Corollaire 1. Soient E et F' de dimension finie. Alors :

E et F sont isomorphes si et seulement si dim E = dim F.

Théoreme 15. Soient FE et F' deux K-espaces vectoriels de dimension
finieet f € Z(E,F). Si dim F = dim F, alors :

f est bijective <= f est injective <= f est surjective.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme du rang. Montrons que
f injective < f surjective lorsque dim F = dim F.

Si f est injective, alors Ker(f) = {0g} et dim (Ker(f)) = 0. On
en déduit que rg(f) = dim (Im(f)) = dimE. On a donc Im(f) C F et
dim (Im(f)) = dim F', car dim £ = dim F. D’ou Im(f) = F et f est surjec-
tive.

Si f est surjective, alors Im(f) = F et rg(f) = dim F = dim E. On en

déduit que dim (Ker(f)) = 0, d’apres le théoréme du rang, et donc que f
est injective. ]

Corollaire 2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f €
Z(E). Alors :

f est bijective <= f estinjective <= [ est surjective.

METHODOLOGIE : MONTRER QU’UNE APPLICATION EST UN AUTOMOR-
PHISME.

Exercice 7. Montrer que 'application ¢ : (z,y,2) — (x+y, —x +y, 2) est
un automorphisme de R3.
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Contre-exemple en dimension infinie. Soit
v: R[X] — R[X] .
P ~ XP(X)

¢ € Z(R[X]), ¢ est injective (vérifier que Kerp = {Og[y)}), mais elle n’est
pas surjective (1 n’admet pas d’antécédent par ¢).
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6 Représentation matricielle en dimension finie

Dans ce paragraphe, E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension
finie telle que dim £ = p et dim F' = n.

Définition 9. (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base)
Soient € = (fi,..., fn) une base de F' et .# = (x1,...,24) une famille
quelconque de vecteurs de F. La matrice de % dans la base €, notée
Maty (), est la matrice appartenant a M,, 4(K) dont les coefficients de
la j-ieme colonne sont les coordonnées de x; dans la base €.

il T2 a:j xq

{ { { {

a1 ai2 v ai,j earg\ < 1
as1 azz - as,j eagg | < fe

Maty (F) = :
Gn,1 Qapn2 - Q5 T Qpg/ fn
/]\
Mate (z)

Exemple. Dans R3[X] :
P=14+2X+X3 P=X+X% P=1-2X%+X3

On note Z = (1,X,X2% X?) la base canonique de R3[X] et F =
(P1, Py, P3).

Mat»(.%) =

= O N =
O = = O
|

En opérant sur les colonnes de cette matrice, on montre que rg(#) = 2.
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Définition 10. (Matrice d’une application linéaire) Soient & =
(é1,...,€ep) une base de E, € = (fi,...,fn) une base de F' et f €
Z(E,F). La matrice de f dans les bases A et €, notée Matgz «(f),
est la matrice appartenant a M,, ,(K) dont les coefficients de la j-ieme
colonne sont les coordonnées de f(e;) dans la base €.

fler)  fle2) f(ej) flep)
4 4 4 4
ai aiz - at,j arp\ < fi
a1 az2 az,; e azy | <+ f2
Matgz 4 (f) =
an,1 Qn, 2 ce Q5 te Qn.p <~ fn
/]\
Mat (f(e;))

Si E = F et 8 = %, alors la matrice de f dans les bases & et X
s’appelle aussi la matrice de f dans la base A et se note Matg(f).

Exemple. 1. Soit % une base quelconque de E, alors Matgz(Idg) = I),.

2. Soit f : R? — R3 'application linéaire définie par

pour tout (z,y) € R% Déterminer Mat g, 4,(f), ot B2 et B3 sont les
bases canoniques respectives de R? et R3.
On a f(1,0) =(1,-1,0) et f(0,1) =(1,2,1). D’ou

1 1
Mate%,:@s (f) = -1 2
0 1

3. Déterminer Matyg 2 (f), ou % = ((0,1),(1,0)) et 25 =
((0,1,0),(1,0,0),(0,1,1)).

On a f(0,1) = (1,2,1) = 1 x (0,1,0) + 1 x (1,0,0) + 1 x (0,1,1) et
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F(1,0) = (1,-1,0) = —1 x (0,1,0) + 1 x (1,0,0) + 0 x (0,1, 1). D’ott
1 -1
Matgy o (f) = 1 1
1 0

Attention : Si on change les bases, on change la matrice !

Théoréme 16. Soient f € Z(E,F),x € Eety € F.Si A = Matg«(f),
X = Matg(x) et Y = Matg(y), alors :

y = f(z)
Théoréme 17. Soient f,g € L (FE,F) et A € K. Alors :

— Y =AX.

Matg ¢ (f + g9) = Matg ¢ (f) + Matg «(g)

et

Matz (M) = A x Matge(f).

Théoréeme 18. @ L’application f — Matg 4 (f) est un isomorphisme
de Z(E, F) sur M, ,(K).
En particulier,

dim Z(FE, F) = dimM,, ,(K) = dim F x dim F.

@ L’application f — Matg(f) est un isomorphisme de £ (E) sur M, (K).
En particulier,

dim Z(E) = dim M, (K) = (dim E)*.

€ Soient E, F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases
respectives #,%, 7. Soient f € L(E,F) et g € Z(F,G). Alors :

Matga@(g o f) = Matcg79(g) X Mat@;g(f).

Corollaire 3. Soit f € ZL(E,F). L’application f est un isomorphisme si
et seulement si la matrice Matg « (f) est inversible. De plus, si f est un
isomorphisme, alors

-1

Maty 2(f 1) = (Matg.e(f))

10
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7 Changements de bases et matrices semblables

Dans ce paragraphe, E et F' sont des K-espaces vectoriels de dimension
finie telle que dim E' = p et dim F' = n.

Théoréme 19. (Caractérisation base) Soient # une base de E et %’
une famille quelconque de p vecteurs de E. %’ est une base de F si et
seulement si Matg(%') est inversible.

Exercice 8. On note % = (ey, €2, e3) la base canonique de R3. Soient

v1=(1,0,2) vy =(1,1,2) et wvs=(2,1,5).

On note &' = (v1, ve,v3). Montrer que %’ est une base de R3.
Solution.

1 1 2
Matgz(#)=1 0 1 1
2 2 5
On a det(Matgz(#')) =5+2—4—2=1+#0, donc A’ est une base de E.

Définition 11. (Matrice de passage) Soient & et #' deux bases de E.
On appelle matrice de passage de % a ' 1la matrice Mat»(%'), aussi
notée P’g/.

Remarque. P2 = Matgz(%#') = Matg »(1dg).

. s’ 7 /
Exemple. Dans 'exercice précédent, on a P;f =

NN O
DN = =
Ol =N

Théoréme 20. (Propriétés des matrices de passage)
Soient B, %', B" trois bases de E. Alors :

B __
& Py =1,
/ ! -1 4
* Pg est inversible et (P,ﬁ > = Pj}.

1

J
P

4! o1
® PJ x =PJ.
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Théoréme 21. (Changement de bases)
Soient %, %' deux bases de E et ¢, €' deux bases de F. On pose
P=PJ et Q=PL.

® Version vecteur : Soit z € E. On pose X = Matg(z) et X' =
Mat g (z).

Alors X = PX'.

® Version application linéaire : Soit f € Z(E, F). On pose A =
Mat%’,%(f) et B = Matglfg/(f),

Alors

B=Q 'AP.

€ Version endomorphisme : On pose A =

Matg(f) et B = Matg (f).

Alors |B= P lAP.

METHODOLOGIE : CHANGEMENT DE BASES

Soit f € Z(E).

Exercice 9. On note % = (e1, e2,e3) la base canonique de R3. Soit

RS

f: R3 .
(—x+y+z—2x+y+z —6z+2y+4z)

_>
(z,y,2) +—
1. Déterminer Mat g(f).

2. Soient

v =(1,0,2) wve=(1,1,2) et w3=(2,1,5).

On note &' = (v1,v2,v3). Montrer que %’ est une base de R3.

3. Déterminer Mat g (f) en utilisant la formule de changement de bases.

4. Vérifier le résultat obtenu en utilisant la définition de la matrice de f
dans la base %#'.

11
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Définition 12. (Matrices semblables) Deux matrices carrées A et B
sont dites semblables si et seulement s’il existe une matrice inversible P
telle que

B=P AP

8 Rang d’une matrice

Définition 13. (Rang d’une matrice) Soit A € M, ,(K). On appelle
rang de A, et on note rg(A), le rang de la famille des colonnes de la
matrice A. On a rg(A) < min{n,p}.

On admet que le rang d’une matrice est égal au rang de ses vecteurs ligne

N

Théoréme 22. (Matrice inversible) Soit A € M,,(K). La matrice A est
inversible si et seulement si rg(A) = n.

Théoréme 23. (Invariance du rang par multiplication a droite ou a gauche
par une matrice inversible) Soit A € M,, ,(K).

€ Si P € M, (K) inversible, alors rg(PA) = rg(A).
& Si P € M,(K) inversible, alors rg(AP) = rg(A).

Théoreme 24. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie
et f e Z(E,F). Soit # (resp. €) une base quelconque de E (resp. de F').
Alors

rg(f) = rg(Matg ¢ (f)).

METHODOLOGIE : DETERMINER LE RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE.

Exercice 10. Déterminer le rang de 'application linéaire

I R3 — R3 .
(r,y,2) — (—z+y+z —2x+y+z —6z+2y+4z)

Que peut-on en déduire ?



